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MATHEiniT 



OM AL6EBRAENS 6BUNDB£6REBER. 
(af Julius Petebskn). 



1. Efter min Op&ttelse er Algebraen Lseren om Tegnsprog; 
^ der imidlertld er Tegnsprog, som jeg ikke vil kalde Algebra, 
inaa jeg give den na&vnte Definition nogen Begrsensning, og denne 
Til jeg 8»tte i ft^nde: 

1) Sproget maa indeholde Betegnelser, som kunne anvendes 
til at karakterisere Individeme i en eller flere, endelige eller 
^endelige Grupper. Betegnelserne i solve Algebraen have kun 
<den Betydning, at de karakterisere noget forsl^elligt; ferst ved 
Anvendelseme bliver det forskjellige neermere bestemt, f. Ex. som 
de forskjellige Omsastninger af et givet Antal Elementer (endelig 
Gruppe), en Kurves Punkter eller Tangenter (enkelt uendelig 
Oruppe), en Flans Punkter (dobbelt uendelig Qruppe), Rummets 
Punkter eller dots Drejninger om et fast Punkt (tredobbelt uen- 
delige Grupper) o. s. v. 

2) Sproget maa indeholde Betegnelser for visse Operationer, 
ved hvilke Gruppemes Individer saettes i Forbindelse med hverandre. 

3) Sproget maa indeholde Identitetstegnet — , der angiver, at 
de derved forbundne Individer ere identiske eUer i al Fald ved 
den Unders0gelse, man er ifserd med, kunne op&ttes som identiske 
{et Tikronestykke og en Tikroneseddel ved et Formuesp0rgsmaal). 

4) Der mJia vsere givet visse Grundligninger, som karakterisere 
de Grupper, man behandler. Dkse Grundligninger kunne vadlges 
vilkaarlig; vil man anvende Algebraen paa en vis Gruppe af 

V. BeokXo. 3. Anigang. 1 



Individer, maa tsAn da unders0^, ..cm, denne Orilppe har de ved 
Ghnndligningeme udtrykte Egenskaber. I Praxis er Vejen natiir- 
ligvis i Beglen den modsatte, id<$t man danner Orandligninger med 
Hensyn til en bestemt Anvendelse, som inan har for 0je. Man 
danner .Orondligningen-ii a -^ b f=^ b -{- d, fcrdi man trseffer den 
dcKrved udtzykte Bgenskab red mangfoldige Grupper; en Algebra^ 
der liavde Gnindligningen a + 6 — 6 — a, var videnskabelig talt 
ligesaa berettiget som den anden, men vilde kun sjeldent finde- 
Anvendelse. 

* ' • 

Enhver Algebra maa forudssette Arithmetiken, i al Fald for de 
hele Tals Yedkommende, thi da den beliandler visse Operationer, 
maa disse knnne gjentages, og saa snart som man har Gjentagelsen^ 
har man Tailet (Antallet). 

2. Da Algebraens videre Udvikling alene bygges pais Gamnd- 
Ugningeme og f0re8 yidere ad rent logisk Yej , bli^e saadaniie 
Grupper, hvis Individer entydig svare til hinaniden, ensgjsBldende,. 
thi naar man opererer med Individerne i deti ene Gmppe, kan man 
lige saa godt taenke sig, at man opererede med de tUsvarende 
Individer af den anden Gruppe. Saaledes vil den almmd^jige 
Algebra, der behandler en enkelt uendelig Gnippe af Individer,. 
der reprtesenteres ved en ret liliies Ponkter, lige saa godt kunne 
anvendes paa eUhver Eurve af Slsegten Nul; Be<;ydniiig6fn af 
Operationstegnene maa da udledes af de)i Lov, der bestemmer, 
hvorledes Punkteme parvis svare til hinanden; aUe den rette^ 
linies Punkter knnne reprsesenteres ved de reelle Tal; det samme 
gjselder da, paa Gnmd af Entydigheden, om den tilsvarende Eixrvea 
Punkter. Have vi for tre Punkter paa den rette linie a + ^ •= ^r 
gj89lder den samme Ligning for de tilsvarende Punkter paa Kurv^, 
og derved er den ved Tegnet -^ betegnede Operation paa Eurven 
bestemt. £n ny Gruppe, der kraever en ny Algebra, haves i Eur- 
v^me af Sla^ten 1; medens man dog her endna kan have 
a 4* ^ ** <^ (de elliptiske Intogialers Additi<m), gjseldar dette nteppe 
om Eurver af h^jere Slsdgt; ved disse tror jeg ikke, at det er 
BLuligt, ved nogen Operation, af to vilkaariig giyne Punkter paa 
Eurven entydig at bestemme et tredje. 



3. Idet. maa dannede den til en ret LiDies PuKktet eller til 
de teelle Tal hfireiide Algebra, Tiate det aig enart, at ea af de 
Operatiouer, som man naturlig ledsdeB til at betrogte, (Sodud- 
dragning) ikke altid Tar nalig. Han fbretog da fiwst den nadvea* 
dige rent fonnelle Udndelae, idet man indferte de imaginere 
Stnrelaer, men eelve dieseB Kava viser, at man ikke rigtig foratod, 
hyad man gjorde; man havde foretaget en UdTidelse til en dobbeit 
oendelig Oruppe af Individer, uden at dette Btod ligtig hlart. 
FffBt da man bem»rkede, at man i en Plans Punkter bar en eaadan 
dobbelt uendelig Qrappe, avsa srarer til den udvidede Algebra, flk man 
den rette Foistaaelae. Da det i flere Henseender er UererJgt at m 
den udvidede Algebra opbygget fra Qrunden af, skal jeg her gjare 
det i Eorthed under en mere alinindelig Form end den ecedvaKlige. 

I. Komplexe Tal. 

4. For at kunne 
gjere Forekjel mellem 
Planens Punkter, vselge 
Ti en last Linie L og 
Tidenfor denne et fast 
Funkt 0. Af to vllkaar- 
lige Punkter ^ og £ 
kunne vi da entydig be- 
stemme et tredje C paa 
den ved Figuren viste 
Maade. Bmge vi -f- til 

at betegne den ud&rte Operation, have vi da 
A + B ^C. 

Kan ser let, at man bar 

A + B-^ B ^A, 

og kan, hvad jeg ikke akal opholde mig ved, bevise, at 
A + (B + C)'~A + S-\-C. 

Da disse to Ligninger falde gammen med Algebraena to fyraiB, af 

hinaiidea nafhtengige Ornndligninger, er Valget af T^net -{- ^~ 

BtneUtelig frarklatet 



Et Pankt, som, addeiet til et andet Piinkt, ikke foiandrer 
dette, kalde tI 0; dette gjaelder om Pimktet 0. 

Et Punkt, der ikke farandres yedf at et vilkaarligt Funkt 
addeies til det, kalde vi eo ; dette gjnlder om alle Pankter af Xr, 
eom ri derfor ville kalde UendelighedaliiiieiL Man ser let, at 
Siunmen af to forskjellige Punkter oo atter er uendelig, men 
ubestomt 

Man kan nu paa ssedyaolig Maade indf0re Subtraktion og ud- 
yikle de saedvanlige Fonnler. Man ser let, at oo — oo er ubestomt 
oo, naar de to Punkter co ere forsbjeUige, men ubestomt endelig, 
naar de Mde sammen. 

Hidindtil have vi maattet tsenke ob et Navn for ethvert Punkt; 
yi simplifLcere nu vort Sprog paa &lgende Maade: 

Era trsekke vi to vilkaarlige Linier OF og OB. Ethvert 
Punkt kan da opl0ses i en Sum af to, et paa hvert af de to valgte 
Linier. Yi behave derfor kun Betegnelser for alle Punkter i disse 
to Linier for at have Betegnelser for alle Planens Punkter. 

To Punkter i samme Linie gjennem have en Sum, der 
ligger paa samme Linie, inen som ikke bestommes Ved den op- 
rindelige Eonstruktion. Summon kan imidlertid bestemmes enton 
aom Gr»nsetil£Belde eller ved, at man adderer et udenfor Linien 
liggende Punkt og bagefter atter subtraherer det. Yi kunne derfor 
udtrykke alle Punkter i en saadan Linie ved ka, bvor a er et 
vilkaarligt af Liniens Punkter (blot ikke eller oo) og k et reelt 
TaL Yi kunne nemlig af a danne a + a«2a, 2a + a-='3a 
o. 8. V. Og paa S83dvanlig Maade udvide til brudne og irrationale 
Y»rdier af k. Yi foa saaledes^ idet vi i de to Linier vaelge et 
Punkt, som vi kalde 1, og et, som vi kalde 2, alle Planens Punkter 
bestomte vied Udtryk af Formen 

a + ib, 
hvor a og b ere reelle TaL Det saaledes danniede komplexe Tal 
«varer entydig til alle Planens Punkter. Med disse Tal kunne vi 
nu operere paa alle Maader ved Addition, Subtriiktion, samt Multi- 
plikation og Division med reelle Tal. Lioien OP kalde vi de reelle 
Tals Axe, Linien OB de imaginsere Tals Axe. Tsenke vi os L 



uendelig QflBm og OPog OB vinkdrette paa hinanden samt (H «- 01^ 
have vi den sssdvanlige Freinstilling af de Icomplexe Tal; tmderkaate 
vi denne en almindelig linesdr Transfonnation (Gentralptojektion), &a 
vi den her givne UdviUing; deraf folger, at i Punktet ka betegner 
k Pnnktets Dobbeltbrhold til 0, a og Liniens Punkt op. Panktet 
— 1 hliTer det Pimkt, der med -f* ^ ^^^^ O oo hannoniak. 

6. Yi 80ge nn at ndvide tot Hultiplikation og denred Yor 
Division saaledes, at vi kunne mnUiplioere to vilkaarlige Ptinkter. 
Yi ville her 80ge at opnaa, at de sasdvanlige Begler for Boning 
ogsaa gjsdlde for Udvidelsen, saa at vi sknlle have 

Skal dette Udtiyk have Betydning, maa i^ YSBre et Punkt, eller 
man maa sadtte 

(2 = cci + /?; 

her ere a og ^ vilkaarlige reelle Tal, naar blot Ldgningen har 
imaginsere Rodder; naturligst er det at ssette 

i» =- - 1, 

og vi kunne nu fortgette Algebraens UdYidelse paa saedvanlig 
Haade. 

Yi kunne, idet vi bnige Ordet Gruppe i en ny Belydning, 
sige, at Tort dobbelt uendelige System af Individer i Forbindelae 
med de til Begningsarteme svarende Operationer danne en Oruppe, 
idet vi derved udtrykke, at vi, ved at anvende Operationeme paa 
Individeme i en hvilken som heist Bsekkefolge, altid hUve indenfor 
Gruppen af Individer. Gruppebegrebet spiller paa alle Punkter af 
Mathematiken en meget iremragende BoUe. Da en Gruppe yeesenttig 
karakteriseres af de i den indeholdte Undergrupper, ville vi her 
S0ge saadanne. Yi have allerede set, at Punkteme paa enhver ret 
linie gjennem lige over for Addition og Subtraktion samt Hulti- 
phkation og Division med reelle Tal danne en Gruppe af enkelt 
uendelig mange Individer. Yi skulle nu vise, at der ogsaa gives 
en enkelt uendelig Undergruppe over for Multiplikation og Division. 

Yi have 
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Nil er <««, -^ J*,)2 + (afe, + fta,)* — (a* +- J*)<a; + K). 
D^me Ligning viser, at de Punkter, for hynlke 

o» + t* « 1» 
<iaa]ie en Orappe^ idet Produktet og Kvottelitan nf to saadanne 

Pyxdcter atter bfiyer et til Oruppeii fa0r6tide Pimki Jeg skal ikke 

opholde mig red at vise, at den fandne Oroppe bestaar af Punk- 

teme paa en Ellipse, der naturligvis indeholder Ponkteme 4* h 

— 1, tI" e og -^i. Denne iSlipses Punkter kunne benyttes til 

at karakteiisere de fra udgaaende Idnier, idet vi s^tte 

livori Punktet i Parenthesen ligger paa Ellipsen. 

Jeg skal nu ikke fortssBtte disse nnders0gelser yidere, da det 
ikke er min Hensigt at give en fuldstaendig Udvikling, men kun 
at bidrage til at fremstille Begrebeme med den Almindelighed, 
der tilkommer dem, og til at vise, i hvilken Grad de snaevre 
Synspunkter liave vaeret haBmmende for Yidenskabens Udvikling. 
Vi have kun beh0vet at begynde vore Under80gel8er fra et almin- 
deligt Synspunkt for, efter nogle faa Skridt, at staa lige ved Ind- 
gangen til mange af de Gebeter, som Yidenskaben fiafrst i den 
senere Tid bar erobret. Trilineeere Koordinater, Eeglesnittenes 
Transfdttnation i sig selv, Slsegtbegrebet for Kurver o. s. v. ere 
saaledes ling, der nsesten umiddelbart frembyde sig for os. 

Jeg skal nu gaa over til at betragte et tredobbelt uendeligt 
Syi^to, repr8Bsenteret ved Rummets Punkter; jeg kunde her be- 
iiandle Systemet ira et ligesaa almindeligt Synspunkt som det 
ididiie System, men vil, da jeg nu engang har gjennemfert den 
■atmindelige Behandling, her benytte et saddvanligt retvinWet 
XbOrdinatsystem. 



II. Ternioner. 

I de tre Axer vselge vi Punkteme l^ a og fi i Afttaadene 1 
ira Nulpunktet. Naar vi da repraesentere et Punkt med Koordi- 
nateme x^ y o% z ved 



x + ay + fig, 
og ved 

OA + OB^OC 
udfryl^ at OC er Diag«mal 1 det ved OA og OB bestemte 
Parallelognaii, se vi let, at de sndyanlige Begler for Addition og 
Subtraktion kunne anvendes^ De treleddede Tal, vi saaledes have 
*dannet, viUe tI bilde' Ternioner; de svare. entydig til Rammets 
Ponkter. Tenuonen kan ogsaa aiges at besteiiime linien fra O 
iil Fonktet i Stinnelse og Betning. Op&tter man den* som en 
Kiaft, kommer Additionen til at svare til Sammens»tning af KrsBfter. 
Tfemioneme aes let at danne en Qrappe lige over for Addition og 
Subtraktion samt Multiplikation og Division mod reelle TaL 

7. Yi ville nu s^ge at udvide yore Begreber, saa at vi ogsaa 
.^imne multiplicere og dividere vilkaarlige Ternioner og derved 
atter komme tQ Ternioner; navnlig. ville vi s0ge at gj0re Udvi- 
•delsen saaledes, at de saedvanlige Begler vedblive at gjaeUe; aeerUg 
fordre vi saaledes, at Frodnktelj af. et.Antal Ternioner skal vsere 
nafha&ngigt af Faktoremes OrdenQ og at vore Operationer i Almin- 
•delighed skulle vs^re entydige, . Define; Fordiing udelukker natur- 
ligvis ikke, at der, ligesom i Planen for : o. s. v., kan varoe 
Undtagelsestilfi»lde, hvor Eesultateme ere Qeitydige. 

Dersom Froduktet af to Ternioner atter skal vsere en Temion, 
maa n0dvendigvi8 Udtrykkene 

^mtage Xemonf(H*m. Vi maa altsaa s»tte tre ligninger af Fonnen 

a* — aa 4- ^/* + <J j 

:.( 

Her kunne Eoef&cienteme ikke vselges- vilkaarlig, da der er an 
Bektion meUem St0rrel8eme paa yenstre Side af ligbedstegnene. 
Skulle vore Fordringer opfyldes, maa Eoef&denteine vsdlges saa* 
ledes, at man, naar man ved E^lp af Ligningeme briager fOt 
Udtryk af Formen a^/^^ paa Teniionform, altid foar den samme 
Form, uafhsangig af Ordn^iL Jog skai ikke opihoiide mig ved at 
ladvikle den almindelige Bet»igelse heifor, der er temmelig sam- 



a^ — a, a 4- 6,^ -}-(?, ^ (1) 



B 



mensat; den kan tilfredsstilles pa% fon^EJidlirg Mioact^;: j'egi slal her 
betragte en af de simplieste, som ti faa^ naar vi ssBtte 

«»->»; y«2-ar«/«-i. (2) 

Yi maa yel erindre, at yi her ikke have noget at gj0re^ med Fla- 
nens V — 1. a og fi ere, som Ligmngeme (2)* vise^ Bidder i 

men kunne ikke ndtrykkes yed V-^ 1; i Planen er Summeni af 
B0ddeme i den angivne Ligning Nul, men hev se vi let,, at 
I '{' a '\' fi ex et frs, Nul forskjeUJgt Punkt 
Yi faa nu 
{x + ay + fiz) (X, + ay, + fiz^) ^X+aY^fiZ, (3)f 
hvor 

T-^xz, +yy^ + zx^ \ (4;)i 

Z'^an/^ -{- yx^ + zz^. 



Man har nu identisk 



X y z 




z X y 


m 


y z X 





«i It Vt 




Z^ J 


2/1 a;, Zi 


— 


Y X Z 


"\ y\ «» 




ZYX 



(6> 



eller 

(a;3 + ys ^ ^s — 3a:y£f) (icj + yj + 2^J — ^aJ|y»«^*>-* 

X^+Y^+Z^ — dXYZ. (6> 
Yi se heiaf, at de Punkter, der ligge paa Fladen 

x^ +y^ +z^'- 3xyz — 1, (7> 

danne en IJndeiigruppe lige oyer for Multiplikation og Diyision, idet. 
Froduktet af to Punkter paa denne flade atter er et Punkt af 
Fladen, som saaledes yed et dobbelt uendel^ Antal linesere Trans- 
formationer gaar oyer i sig sely. En anden Undergruppe finde yi 
yed Addition af de tre Ligninger, der giyer 

{x^y + z)(x, +y, +^i)— ^+ ^ + ^^ («h 

Yi yille kalde x-^y •^Z'^n Temionens f0rste Modulus ojj: 
haye da, at: Produktets f0rste Modulus er Produktet afr 
Faktorernes f0rste Moduler. 

F0r8te Modulus er Nul for alle Punkter i Planen 
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Bom vi vJUe Inlde Nulpls&eiL Den angivne Ssetmng yiaeaty at' 
et Produkt falder i KHlplanen, naar ea af Faktorern&r 
ligger i den. 

7. BortdiTiderer man x-^-y -^ z, af det teod^e Oiads Udtryk 
ovenfor, &ar man 

^* 4" y* + ** -~ ^ — ^ — y^> 
som, sat lig 1, er Ligningen for en cirkulaer Cylinder med Axen 

x^^y ^^z og bestemmer en ny Undeignippe. Yi saette 

m — + V^rr* + y* + ^^ — ^ — ^^ — V^ (9) 

og kalde m Temionens anden Modulus. Yi liave da, at 

Produktets anden Modulus er Produktet af Fak- 
torernes tilsvarende Moduler. 

Den anden Modulus bliver kun Nul for Linien x «■ y «* 2'.. 
Yi kalde denne linie Nullinien og se, at et Produkt ligger 
i Nullinien, naar en af Faktorerne ligger der, og at 
Produktet af et Punkt i Nullinien og et Punkt i Nul- 
planen er Begyndelsespunktet, idet dette har begge sine 
Moduler Hg NuL 

LsBugden af den Linie, der forbinder Begyndelsespunktet med 
det ved en Temion bestemte Punkt, afhaenger af de to Moduler. 
Mian £Biar nemlig for A&tanden fra Nulplanen . 

og for iistanden til Nullinien 

i?» = y »»» (11> 

Og deraf for den s0gte Lsengde 

For Punkter, der ligge paa Keglefladen 

xy '\- yz -^^ xz *^ I, (13), 

ere de to Moduler lige store og lig Afstanden fra 0. 

8. Den ved n «» 1 bestemte Plan skjaarer den ved m «= 1 
bestemte Cylinder i en Cirkel, der gaar gjennem Punkteme 1, 
a og /S og deles af dem i tre lige store Dele. Denne Cirkel 
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bestemnier en enk^t ii6fndel% XJudei^grappe, idet Froduktet af to 
af dens Punkter atter ligger pta CirldeiL Yi ville benytie denne 
€irkel til at indfisre en Yinkel, der sammen med de to Ifodiiler 
giver en ny Bestemmelse af Temionen. 

Idgningen for en Plan gjennem Nullinien og Punktet (x^ y^ z) er 

-der, specielt' for Planen gjennem Punktet 1. bliver 

Yinklen v mellem de to Planer bestemmes ved 

2ic — y — z 



cos V 



2m 



(14) 



hvor Yinklen regnes ud fra den faiste Plan gjennem 1, positiv i 
Oml0bsretningen 1, a, fi. Denne Yinkel kakle vi Temienens 



Argument 






Yi have nu 




1 


2x — y — z =^3mcqsv^ 




x+ y + z =.w, ,. 




xy 




1- £ 


-*- x« 1 y^ "^ Q J 


nvoraf 


Sx'^ n 'f-2mcosv, 




3y 
3z 


=- w — mcosv + mVs 



sin V, 



eller 



3a? =-« w + 2m COS V 
Hy = n + 2m cos V' 
3^ ^ n -j- 2m cos v", 



(15) 



idet vi have sat 



271 

3 



V 7z- ; V 



44 



V 



47r 
"3* 



(16) 



Yi finde nu heraf for Produktet af to Terhioner efter nogle trigotto- 
metriske Omforminger, som jeg ikke skal opholde mig ved, 

3X= /in, 4" 2mmi cos V 

3r«ww, +2nim, C05 F' . (17) 

32^«=»w, + 2mw, cos P', 
hvor 7 « V + v,. (18) 
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Dis8^ Iiig»ing«ir give et nyt Bevis for vore SaBtninger oni 
Hoduleme og vise tillige, at 

Produktets Argument er Summen af Faktorernes 
Argumenter. 

For Vinklen mellem Linierne fra til de to Punkter finde vi 

cos - nn +2fnm,c^(v-v,) 

9. Ved Formleme (15) kunne tI nu skrive Temionen 

^(l + « + /9)+ g {co8V + acosv' + fico8v**y, (20) 
da 

cos V + Cdi? V' 4" C^* ^" ■* ^ (81) 

kaye vi her delt Tenuoaen i to Dele, af hviike den exie ligger i 
NuUinien, den anden i Nulplanen. Er Z + j) Ternionen imder 
denne Fonn. faa vi 

4 

a+i>)(ii+P,)««, +1?Pp (22) 

idet 1})^ « l^p = 0. 

10; Af Begleme for Multiplikation udvikle vi let Regleme 
for Division: Man dividerer to Ternioner ved at dividere 
•de til hinanden svarende Moduler og subtrahere Argtt- 
menterne. Divisioiien er saaledes entydig; den ftirste Modulus 
bliver ubestemt, hvis de to givne Punkter begge ligge i Nitl- 
planen, den anden, hvis de begge ligge i Nullinien. Udvidelse til 
Potensopl0ftning og Roduddragning sker som ved komplexe Tal. 
Er den f0rste Modulus negativ, kan man ikke uddrage en lige 
Bod; er den positiv, og er Bodexponenten 2n, faar Roden 4n 
Vaerdier. 

11. Da man ved Begning med Punkter i Nulplanen ikke 

kommer ud af denne, have vi her en Undergruppe, som vi sserlig 

ville unders0ge. Da den &frste Modulus altid her er Nul, kunne 

vi lade den ude af Betragtning, saa at vi ved Modulus mene m. 

Vi have da, idet x-^-y -\-z^^% 

2w, , , , ^ 

x-\- ay -Y fiz^ -^- (cos v -{- acosv' -\' fi cos v**). (23) 

o 

Vi have her Operationer i Planen, der falde sammen med Opera- 
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taoneme ved komplexe Tal, men hvor vi regne med lieleddede; 
Stiarrelser; vi &a f. Ex. for in «> 1 

<i08 nv '\' aco8 {nvy + fi cos (nv)'* 

n— 1 

(cos t; + a cos v' + fi cos v")\ 



-d) 



svarende til Moivres Fonnel, o. s. v. Medens vi ved komplexe^ 
Tal bestemme et Punkt paa Cirkelperiferien ved dets Projektioner 
paa to paa hinanden vinkelrette Diametre, projicere vi her paa tre 
Diametre, der dele Cirklen i lige store Dele; man ser let, at 
Sommen af de tre Projektioner altid er NuL Han kan forresten 
udvide dette til et vilkaarligt Antal Led, idet man benytter flexe 
Diametre med lige store indbjrdes Yinkler. De Belationer, der 
da blive mellem de forskjellige coss^ kunne findes paa ftdgende 
Maade: 

Saette vi 

a^ — {cos t; -|- « «w v) — 0, 

< 

og ombytte vi x med — , faa vi 

X 

aj** — {cos V — tsin v) = 0. 
De to Ligninger traakkes sammen i den ene 

x^^ ~ 2a?** cos t; + 1 = 0, 
der er en reciprok Ligning, som skrives 

^ J 2 co« t; =» 0. 

of" 

Saette vi her x A = Vj have vi 

' X ^ 

y ^ 2 cos — = — ^-— , 
der har n Vaerdier, som bestemmes ved (Porf.'s Ldgning. Th. 46) 

Er n uHge, bliver — 2cosv det sidste Led; er n lige bliver det 
(— 1)^.2 — 2cosv. 

y 

Yaerdieme af -^ ere netop Projektioneme af en Radius paa 
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"de n omtaltd Diametre. Den fimdne ligning viser 06, at alle 

symmetriske Funktioner af disse Setter af layere end n'te Gtad 

•ere nafha&ngige af den givne Badies Stilling. Bestemmer man et 

Punkt paa Peiiferien red et Udtryk af Formen 

C08V -^-acosv' -^ ficosv*' + yco«t;'"4-...., 

ibvor Yinkleme ere Badiens Yinkler med Diametrene, og hvor man 

regner med a, fi, y . . . som med Enhedens B0dder, bliver der 

ingen TSdsentlig Forskjel paa Begning med disse Udtryk og med 

komplexe Tal. 

12. Yed Temionligniz^ger er at maerke, at Sseiaiingen om 

B0ddemes Antal ikke gjselder. Idet vi tsenke os alle Temioner 

«op]0Bte eft^ (20), deler ligningen sig i to andre, af hvilke den 

^ene Ijener til at bestemme n, medens den anden tjener til at 

l)estemme den Del af den ubekjendte, der ligger i Nulplanen. 

Den aidste er, som yi have set, ikke vsesentlig forskjellig fra en 

ssBdvanlig Ligning; er den af ra'te Orad, bar den n B0dder af 

Iformen 

x + ay + fiz, 

hvor x-f-y-l-^r— 0; 

vden &rste bar b^rjst n Bidder, da vi kun kunne bruge reelle Tal 

som Yaerdier af ii. Temionligningen af n'te Gtad bar saaledes 
JiQst n^ B0dder. 

III. Kvaternioner. 

1. Efter i det foregaaende at bave bebandlet dobbelt og tre- 
'dobbelt uendelige Systemer, skal jeg nu gaa over til at behandle 

et fiidobbelt uendeligt System; jeg vil bertil vaelge Hamilton's 
Kvaternioner, i det Haab, at en let overskuelig FremstiUing af 
Evatemiontheoriens GrundtraBk ikke vil vsBre Lseseren uvelkommen. 
Jeg skal ber begynde med den rent formelle algebraiske Udvik- 
ling og derpaa gaa over til den udviklede Algetois Anvendelse 
j)aa en existerende firdobbelt uendelig Gruppe af Individer. 

2. Yed en Evatemion forstaas et Udtryk af Formen 

a -f 6i + Q? + dA:, 
'bvor i, j og k ere Symboler, der ikke kmme trsekkes sammen 
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Ted Addition, medens a, b^ e og d ere reelte TaL a k^4e(» 
Skalaren, bi -^(y -\-dk VektoreiL ... 



< — + v/a* + *» + c* + d* {1} 

kaldes Tensoren; sastte vi d^ne St0rrel8e uden for en Paren&es^ 

kaldes den i Parenthesen staaende Kvatemion Versoren; en 

Yersor er altsaa en Kvatemion, hyis Tensor er 1. Er Evatemionen 

Qy betegne 

Sq, Vq, Tqog Uq 

lienholdsvis Kvatemionens Skalar, Vektor, Tensor og Versor. 

At to Kvaternioner ere lige store, vil sige, at Eoefdoieiiteme' 
parvis ere lige store. 

3. Addition og Subtraktion udf0re8 Led for Ijed, 80qi ved 
komplexe Tal eller Temioner; det er klart, at disse OpeiatioAer 
ere entydige, og at de saadvanlige Seetninger gjselde. 

Ved Ftoduktet af to Kvatemioner forstaa vi den Kvatemion,. 
der er dannet af de givne efter de saedvanlige Multiplikationsregler,. 
dog saaledes, at Faktoremes Orden ikke t0r forandres, og idet 
vi saette 

y =- fr, jk - i; Jd - -i; \ (2> 

ji ^ — k; ^* = — i] ik = —j. ) 
Man efterviser nu let, livad jeg ikke skal opholde mig ved, at et 
Produkt, der er dannet af hitter Faktorer «, j og Zf, ved Anven- 
delse af de givne Eegler for disses.Multiplikation, kun kan f0re 
til 6t Eesultat, hvorledes man end ssBtter eller hasver Parentheser, 
naar man blot &stholder Ordnen af Faktoreme; saaledes er f. Ex. 

ijjk «= i(jj)k =- (io){ik) J. 

Heraf &ilger, idet de rcelle Faktorer kunne sssttes paa en hvilken 
som heist Plads i Produktet, at man i et Produkt af hvilke 
aom heist Kvatemioner kan hasve eller saDtte Paren- 
theser efter Behag, naar blot Kvaternionernes Orden 
ikke forandres. 

4. Yi konne bringe en Kvatemion paa Formen 

g « f [cos a -f- (a» -f- yj + ^*) ^'* «] (3> 

=» t [cos « + ^ ^w a], (4> 
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hyor t er Tensoren og 

V — a» + SO + zkj 
bJdee en Enhedsvektor; for denne er r»* -f" y* + ^' ■■ !• « ***" 
to Yaaidier med modsatte Tegn og t; samtidig to Voidier med 
tilsvarende modsatte Tegn. Udfinrelse af Begningen viser, at 
Evadratet af enhver Enfaedayektor er — 1. 
Yed den konjugerede til q eller Kq forstaa tI 

t (cos a — V sin a); nu er 
q.Kq^^P (cos a + vsin a) (cos a — vsina)^^ t^. (6) 
I det hele taget ser man let, at af «;' = — 1 Mger, at man regner 
med Kyaternioner, der have samme Enhedsvektor, som med kom- 
plexe iaL 

5. Yed Udfinrelse af Multiplikalionen £aar man 

(a+ U + cj + dk){a, +ft,i+c J+d,A) ^A + Bi + Cj^Dk, 
hror 

A^^aa^ — W, — cc, — (Wp 

C^ac^ — 6d, + ca, + ^p 
D-^ad^ + ftc, — oft, +da,; 

Nn er, som bekjendt (Saetning af Euler) 

(a2+6«-|.c»+d2)(aJ + 6J + cI + dJ) = A»+B«+C«+D*, (7) 

der viser, at Produktets Tensor er Produktet af Fak- 
torernes; det samme maa da gjeelde om Yersorerne. 
Tillige ses, at Skalaren til Produktet er uafhaBngig af Faktoremes 
Orden; dette gjaelder imidlertid kun for to Faktorer; for flere Fak- 
torer bliver Produktets Skalar kun uforandret ved Kredsforskydning 
af Faktoreme. 

6. Da Faktoremes Orden ikke er vilkaarlig, maa der blive' 
to Slags Division. Yi ville her holde os til den ene, idet vi 
skrive ligningen 

r — pg (8> 



(6) 



som 

r 



«» p eUer rg*"^ =— p. (9). 



Da nu af r = pq ftdger rs — pqs ellegr 
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— ^ p (10) 

«er man, at i en Br0k kunne TaBller og N»ynei multi- 
ipliceres med samme Faktor laengst til Hejre. 

Af /*««!«; / — ffa« 

*lger i» + r — (4i +g2)a, 

saa at A 4. Jl _ A±j:. n\\ 

.a a a 

'Br0ker kunne saaledes adderes, naar de have samme 

SsBvneT^ men da Br0ker med forskjellige Nsevnere ikke i B^glen 

'kunne gjares ensbenaevnte, anvendes Broker ikke meget De 

ikunne erstattes ved liele Former, idet Tseller og Nsevner multipli- 

• ceres med Nasvnerens konjugerede. 

7. Yi saa ovenfor, at, for Kvatemioner med samme Enheds- 
^ektor, gjsdlde de samme Begler som for komplexe TaL Deraf 
&lger, at Potensopl0fltning og Eoduddragning kan udf0res efter 
Moivre's Formel. Derimod gjselder Binomialformlen ikke, idet £ Ex. 

(p + 9)* — p* + j>ff + qp + «^ 

Ihvor de to melleinste Led ikke kunne tr»kkes sanmien. 

Evatemionligninger kunne differentieres, idet vi kunne give 
Evatemioneme uendelig smaa Tilvsdxter, det vil sige saadanne 
Tilvaexter, som ere Evatemioner med uendelig smaa Eoeffieienter; 
anan bar da f. Ex. 

d.q^ ^ (q-^- d.q)^ — q^ "^q-dq + dq.q^ 0. a. 1. 

8. Da Anvendelsen af Evatemioner isaer beror paa Udtryk- 
kenes Omforming, skal jeg give nogle Exempler paa saadanne. 
Bigtigheden kan let eftervises ved direkte Udregning. I disse 
Formler betyde «, fiy /, d Vektorer. 

aJi^Kfia; VaVfir -- ySafi — fiSya. 

Vccfiy ^ ccSfir — fiSya -f ySafi. 

dSafir ^ aSfiyd + fiSyaS + ySafid. 

dSafiy « VafiSyd -^ VfiySad + VyaS/id. 

9. For at anvende den udviklede Algebra veelge vi et ret- 
vinklet Eoordinatsystem og betegne tre Punkter i Axeme, i Af- 
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standen 1 fra Begyndelsespunktet 0, ved 2, ,; og h, Et Punkt A 
med Eoordinateme x, y og z eller Linien OA i St0rrelse og Ret- 
ning betegnes ved 

^ + yi + 2'A', 
der er Udtiykket for en Vektor. Addition af Vektorer kommer 
derved til at svare til deres Sammens8Btning som Eraefter. 

Vi ville mi 80ge Betydningen af Multiplikation og betragte 
ferst Ligningen 

{cos Qj -{- k sin «) {i cos v '\-j sin v) — i cos (o) + v) -r- j sin (« + v). 
Multiplikanden (som jeg her med Hamilton saetter til h^jre) er her 
en hvilken som lielst Vektor i ory-FL Miiltiplikator er en Kva- 
temion, hvis Knhedsvektor er vinkelret paa xy-PL ; Resultatet viser, 
at Miiltiplikationen drejer enhver Vektor i xy-Fl, en Vinkel, der 
netop er Kvaternionens Vinkel. Punktet /r, der ligger i en Eugle 
om med Radius 1, ville vi kalde Polen for Drejningen, De posi- 
tive Drejninger taenkes, sete fra Polen, at dreje modsat Urviseren. 

Til lignende Resultater komme vi, naar vi tage i eller j til 
Pol og dreje henholdsvis 1 yz- eller a:^-Pl. 

10. Vi kunne nu vise, at de Regler, som vi have opstiUet 
for Regning med ?, j og k, ogsaa gjaelde for hvilke som heist tre, 
paa hinanden vinkelrette, Enhedsvektorer. Ere disse 

i'^x^i + y^j^z^k, I 

j'-'X^i + yiJ + ^'A > (12) 

k' ^Xn^i+yJ + z^ j 
have vi f0r8t, som tidligere vist, at de alle til Evadrat have — 1. 
Endvidere er 

if -^—XiX^ —yiV^i --ZxZ^i +(^1^2—2/1^2)^^ + 0- 8- v., 
men, naar Vektorerne ere vinkelrette paa hinanden, har man 

«i^r? +2/12/2 -\rZ\Z- *- 

^i2/2 - 2/1^2 =2'3'o. s. v., 
Jivoraf %*j* = k* 

og analogt for de andre Produkter. Da nu Udledelsen af Multi- 
plikationens Betydning ovenfor kun st^ttede sig paa Formleme for 
Begning med ?, j og /r, har man i Almindelighed : 

Dersom en Vektor multipliceres (foran) med en Eva- 

Y. BsBkke. 8. Aargang. 2 
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ternion, hvis Tensor er 1, og hvis Vektor er vinkelret 
paa den f0rste, drejes den en Yinkel^ lig Evaterni- 
onens Vinkel. 

Vi have her sat en Yektor i Stedet for en Enhedsvektor, 
hvad man let ser er tiUadeligt. ligeledes ser man let, at dersom 
Kvatemionens Tensor er t, blive de drejede Yektorer samtidig 
multiplicerede med t 

Eyatemionen drejer og multiplicerer saaledes i en Plan (Eva* 
temionens Flan), vinkelret paa dens Yektor eller Axe. Da det 
ved Drejningeme kim er Betningen og ikke den abdcdute Belig- 
genhed, det kommer an paa, gj0re vi ingen Forskjel paa parallele 
Planer eller linier. 

For a =« bHver Evatemionen f, der saaledes angiver Mul- 

tiplikation uden Drejning; for a = tt bliver den — <; for a «■ — 

antager Evatemionen Formen 

t (xi + yj + zk\ 
saa at en Enhedsvektor som Multiplikator drejer 90^. 

11. Yi maa vel Isegge Maerke til, at Evatemionen knn drejer 
Yektorer, der ere vinkelrette paa Evatemionens Axe. For en 
anden Yektor bliver Produktet ikke en Yektor, idet Skalaren ikke 
bliver Nul. Multiplikationen er i dette Tilfselde indbe&ttet i den 
almindeUge Multiplikation af to Evatemioner, hvis Betydning vi nu 
skulle unders0ge. 

^^^ 9i ^^ Q.2 ^^^ ^^ vilkaarlige Evatemioner og v vsere en 
saadan Yektor, som af g, drejes hen paa Skjaenngslinien af de to 
Planer, i hvilke g, og <7, operere. Man &ar da 

hvor t'j er en Yektor i q^^ Plan. 3,^2 "^a derfor v»re den 
Evatemion, som drejer v hen paa v, (Ordet dreje er her taget 
som indbefettende Multiplikation med Tensoren). Herved er Be- 
tydningen af Evatemionei*s Multiplikation bestemt som en Slags 
Sammensaetning af Drejningei*. Man maa imidlertid ikke forvexle 
denne Sammensaetning med, hvad man i Almindelighed forstaar ved 
Sammenssetning af Drejninger. Yi ville Udt ns&rmere betragte de 
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to Slags SammenssBtninger, idet vi tsenke os Tensorer og Yektorer 
lig 1, saa at DTejningeme kunne lepraBsenteres ved Buer paa 
Enhedskuglen. 

Lad ABC vsere en sphsBiisk Trekant, hvor Sideme have 
Poleme C,, -4, og £,. En Drejning, der fiarer A til jB, sker 
ved en Kvatemion g,, hvis Yinkel er AB — c, og hvis Pol er C^. 
En anden Kvatemion g^, hvis Vinkel er BC^Oy og hvis Pol er 
^j, f0rer £ til C Evatemionen gj^i ®^ ^^ ^^^i ^^^ £^^^ ^ ^ 
C; den bar derfor Vinklen AB « C og Polen £,. Skalaren i 
Produktet er altsaa cos 6; ved Ud&relse af Mnltiplikationen find^ 
man for Skalaren 

cos a cos c + «w a sin c cos J?, 
stemmende med en bekjendt sphaerisk Belation. 

12. Gaa vi ov^r til, livad man i Almindelighed forstaar ved 
Drejninger, kunne vi taenke os, at vi ved to sukcessive Drejninger 
af Kuglen om 0(7, og OA^ bringe A^ ligesom fer, til at gjen- 
neml0be Bueme AB og BC. Yed den resulterende Drejning for- 
staa vi da den, der ikke alene bringer ^ til C, men samtidig 
bringer alle Euglens Punkter paa deres Plads. Skal detie ske, 
maa A i Almindelighed f0lge en lollecirkel til (7, saa at den 
resulterende Drejning ikke &ar OjB, til Axe. 

Man kan for Resten ogsaa sammensaette virkelige Drejninger 
ved Hjaelp af Evatemioner. Danner man nemlig 

hvor V er en vilkaarlig Vektor, q en vilkaarlig Evatemion, vil 
i;, bUve en Vektor og netop den, som v bliver til ved at drejes 
om Evatemionens Pol det dobbelte af Evatemionens Yinkel. 
Sammensaetning af virkelige Drejninger kan derfor ogsaa ud&res 
ved Multiplikation af Evatemioner, kun at disses Yinkler da maa 
vaere de lialve Drejningsvinkler. Beviset for den anfisrte Saatning 
overlades til Lasseren. 

13. Betydningen af to Evatemioners Addition ses let af 
ligningen 

hvor q^ og q^ ere to vilkaarlige Evatemioner og t; er en Yektor 

2* 



20 

i SkjaBringslinien af de to Evatemioners Planer, q^a og q^a ere 
da to Yektorer; kalde vi dieses Sum Vp have vi da 

saa at g, 4* Q2 ^^ ^^^ Evatenuon, der diejer v hen paa t;,. 

14. Anvendelsen af Eyatemioner beror vdesentlig paa Om- 
forminger og Udtrykkenes geometriske Fortolkning. Jeg skal her 
an&re nogle Ssetninger, som derved hyppig anvendes. «, >^ . . . 
ere Yektorer. 

Safi -^ ab cose, 
hvor $ er Yinklen mellem a og fi, a og b deres Lsengder (Ten- 
sorer). At SsBtningen er rigtig for Laengdemes Yedkommende, ser 
man strax, og ere a og yS Enhedsvektorer, har man 

8afi 8^ sf.^-Sf cose, 

idet 6r0ken betegner den Evatemion, som drejer ^ til a. Tage 
vi i Stedet for 8 overalt TF, fea vi paa samme Maade 

TV J- sin M), 

altsaa: Tensor til Yektor til et Produkt af to Yektorer er det 
dobbelte Areal af den Trekant, hvis to Sider ere Yektoreme. 

Ere saaledes a, ff og y Yektorer, parallele og lige store med 
Sideme af en Trekant, har man 

a-= fi + r 

og deraf «2 _ ^2 4. ^2 4. ^^ _|. ^^^ 

men fiy J^ yfi ^ ^Sfiy — — 26c cos A] 

«*« — a*; y^a == — &«; y'^ -— c2, 
saa at Ligningen giver den bekjendte Relation 

a^ =«= 6* -|- c^ — 26c cos A. 
Ligningen Saft = 

ndtrykker, at Produktet af de to Yektorer er en Yektor, altsaa at 
« og /? ere vinkelrette paa hinanden. 
Idet identisk 

ccfiy ^ {Sufi) y + (Vafi) y, 
feas, da den f0rste Del i Parenthesen er en Yektor, 

Safiy = 8(Vafi) y =- 8(Ta Tfi ^ sin 6) /, 
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hyor fj er Enhedsvektoren yinkelret paa Planen afi. Altsaa 

Safir ^ TaT(i sin e Sfjr -- TaT/iTy sine sin^, 
hyor 9 er ^^'s Yinkel med Pknen afi. Man ser heraf, at Skalarea 
til et Produkt af tre Vektorer er Volumen til det af de 
tre Yektorer som Kanter bestemte Parallelepipedum. 
Deraf ftilger atter, at 

- 8a fir «- 

er Betingelsen for, at de tre Vektorer ligge i samme Plan. 

Man ser let, at 0, a, a -|* z^? /9 bestemme Yinkelspidseme af 
et Parallelogram med Diagonaleme a — fi og a -{- fi. Nu er 

Sia + fi){a -- fi)^ 8{a^ + fia- afi ^ fi^)^ a^ - fi^ 
idet fia — afi er en Yektor. For «« ^ ^v ^^^y y^ _ 2> er 

Parallelogrammet en Bhombe og 

S(« + ./9)(a-/?)«0 
viser, at Diagonaleme ere vinkelrette paa hinanden. 
LignJugen 

hvor a og /? ere givne, medens x er et nbestemt Tal, er Ligning 
for den rette Ijinie gjennem a og /?; den kan ogsaa skrives 

fict — 3 

Og ^ er da Forholdet, i hvilket Punktet q deler Afstanden mellem 
a og /?. Ere f. Ex. a, /?, y^ d Yinkelspidser af en vindskjsev 
Firkant, viser Symmetrien af Udtrykket 

4 ' 

at de tre Ldnier, der forbinde modstaaende Siders Midtpxmkter og Dia- 
gonalemes Midtpunkter, skjsere hverandre i deres f»lles Midtpimkt 
For Planen gjennem a^ /9 og y fear man paa lignende Maade 
ligningen 

— Q^« + ^/^ + Cy 
^ a+b+c 

Ligningen for en Linie gjennem p^ og vinkelret paa a er 

Q^-'.^ + Xy, 

hvor y skal bestemmes ved 
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Say — og Sa^Y ^ 0, 
af hvilke den fifrste udttykker, at a er rinkelret paa y^ ^'^^ sidste, 
at a, /9 og ;" ligge i samine Plan; de to ligninger tilfredsstilles af 

idet Saa-^ Yafi « SVafi « 0, 

og man kan saatte 

der viser, at y %gor i Planen a.^, idet /5 og ar^ 8a/i ligge i den. 
15. Jeg skal nu ikke give flere geometriske Anvendelser; 
den, der 0nsker flere, Til finde nok af dem hos Hamilton eller 
Tait. Jeg kunde finstes til at sige for mange, tld man faar Ind- 
tiykket af, at mange af Anvendelseme ere unaturlige, og at Resul- 
tatet kun er naaet, fordi det ad anden Yej var kjendt i Forvejen. 
Jeg har imidlertid selv saa ringe 0velse i at bruge Evatemioner, 
at jeg ikke selv kan betragte min Dom om dem som paaHdelig. 
Yed nogle nnders0gelser i Mekaniken f0re de til elegante Udvik- 
linger. Saaledes blive 

Jt ^^ W 
Udtiykkene for Hastighed og Akceleration i St0rrel8e og Betning, 
idet Q er Banens Yektor. Man faar saaledes for Gentralbevsegelsen 



hvor P er en reel StfEttrelse, der bestemmer TUtraBkningen; man 
^lar heraf 

hvor S er en Skalar. Heraf fizilger atter 

\g J ^ 0, 
der, ved Pr0ve, let ses at vsere integreret ved 

hvor Y ®r ®^ konstant Yektor. Herved udtrykkes Fladeprincipet, 
idet Ygdg er det dobbelte Areal af den Trekant, hvis to Sider ere 
q Og dg. 
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ELEMENTARE BEWEISE DER SATZE VON BRUNCHON 

UND PASCAL^). 
(yon Kabl Haase in Augsbubg). 



I. Beweise fDr den Satz von Briancbon. 

1) Fflr die Hyperbel. Gegeben eine Tangente mit dem 
IBerGhnmgspimkt A. Die Tangente ^erde von A aus nadi rechts 
— der Bescbaner befinde sich im nSchsten Brennpunkt — bis 
-zum Scbnitt A' mit der nachsten Asymptote verlangert. Eine 
^weite Tangente mit dem Berilhrangspunkt B werde naeh links 
Ibis zum Asymptotensclmitt in B* gezogen, dann ist bekanntlioh 
A'B' zu AB parallel. Beide Gerade, die Hauptgerade AB 
und ihre Parallele soHen zusammen ein Streifen heissen. 

Durch einen beliebigen Punkt P in der Curvenebene ziehen 
•wir irgend eine Gerade, welche AB in Q, A'B' in Q' schneiden 
mOge. Im Folgenden soil PQ : FQ* der Quotient des Punktes 
P in Bezug auf den Streifen (AB^ A'B') genannt werden, Der 
geomeirische Ort eines Punktes, welclier in Bezug auf zwei ge- 
^ebene Streifen gleichen Quotienten besitzt, ist diejenige Gerade, 
welche den Schnittpunkt der beiden Hauptgeraden mit dem Schnitt- 
punkt ihrer Parallelen verbindet Diese Gerade heisse dieChordale 
T3eider Streifen. BetrefFs dieser gilt der Hilfeatz: 

»Die Chordalen dreier Streifen schneiden sich stets in einem 
Punkt«. 

Es kann nun der Satz von Brianchon in sehr einfacher 
Weise bewiesen werden. 

Yon den seehs Tangenten in AiB2CiA^BiC2 behandeln 
wir die Tangenten in ^1, J5,Ci als »rechte«, d. h. wir ziehen von 
ihren BerGhrungspunkten aus die reebten Teile derselben bis zum 
Asymptotensclmitt, die drei andem Tangenten in A^B^C^ dagegen 
"betrachten wir als »linke« Tangenten. 



^) Som enkelte Oange tidligere have vi her undtagdsesvis optaget en i et 
ikke nordisk Sprog alEftttet interessant Artikel, som staar i nsar Forbin- 
delse med ^mner, der tidligere ere bohandlede i Tidsskriffcet. — Red. 
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Den durch die Tangenten A1A2 bestimmten Streifen be- 
zeichnen wir mit a, ebenso mit {i und y die durc^ die Tangeiiten 
BiB.2 und C, C2 bestimmten Stxeifen. 

Der Schnittpunkt der Tangenten A^B2 ^t in Bezug auf den 
Streifen AiB2 denselben Quotienten in der Eichtung der Tan- 
genten ilp vde in Bichtung der Tangenten JS^* Aber die auf A^ 
markierten Putikte geh5ren zugleich dem Streifen a, die auf B^ 
ebenso dem Streifen /9 an, daber hat der Punkt AiB^ gleichen 
Quotienten in Bezug auf die Streifen a und /9; ebenso hat auch 
der Piuikt A^B^ den gleichen Quotienten in Bezug auf die 
Streifen a und ^^ daher ist die Yerbindungsgeiade der PunJtte 
J.1 JSy nnd A^B^ die Chordale der Streifen u und p;. In ahnlicher 
Weise ist die Verbindungsgerade der Punkte B^C^ und B^Cy 
die Chordale der Streifen j^ und y und endlich ist die dritte 
Diagonale des Brianchon'schen Sechsseits die Chordale der Streifen 
;' und «. Da sich aber die Chordalen dreier Streifen. stets in 
einem Punkt schneiden, so ist der Satz von Brianchon fiir die 
Hyperbel bewiesen'). 

2) Fiir Hyperbel und Ellipse. Yon den Brennpunkten 
F und H werden nach einer Tangenten gerade Linien nach 
rechts gezogen und zwar bilde der Ton F ausgehende Strahl 
mit der Tangente den Winkel d, der von H ausgehende mit der 
Tangente den Winkel «. Nach einer zweiten Tangenten werden 
Strahlen aus F und H gezogen, dieses Mai aber nach links, 
ferner soil jetzt der aus F gezogene Strahl unter dem Winkel €r 
der aus H gezogene unter dem Winkel <J gegen diese zweite 
Tangente geneigt sein. 

Es besteht nun der Satz, dass die 4 auf den beiden Tangenten 
markierten Punkte stets auf einem und demselben Kreise 
liegen. 

Zum Beweise beachte man, dass die von F auslaulenden 
Oeraden mit den Tangenten ein Viereck bestimmen, welches ahn- 



') Dieser Beweis Ifisst. sofort eine firweitenmg auf jeden Eegelsohnitt zu^ 
wenn man das Asymptotenpaar durch eine zur gegebenen Curve fthnliche 
and coaziale ersetzt. 
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lich ist demjenigen, welches die aus H auslaufenden Qeraden 
mit denselben Tangenten bilden. 

Ber Beweis des Satzes von Brianchon verlauft jetzt ganz 
analog dem iinter (1) ^gebenen. Yon den sechs Tangenten 
A^B^C^A^B^C^, betrachten wir J,|B,C, als reohte^ -^j^jCj 
als linke Tangenten. Die Punkte auf A^Ah bestinunen den 
Kreis a^ ebenso die auf J3, B^ und C, C^ gegebenen die Ereise 
^ und 7. Die Punkte A^B^ und A^B^ liaben beide gleidie 
Potenz in Bezug auf a und p. Ihre Yerbindungsgerade ist daher 
die Chordale dieser Ereise. Die Gerade, welche -BjC^ mit B^Cx 
verbindet, ist Chordale von fi und y und endlich geht die Chordale 
von )• und a durch die Punkte C^An und Cjili. Die 3 Diago- 
nalen des Brianchon'schen Sechsseits mtlssen sich daher als die 
Chordalen der 3 Kreise a, 3^ y in einem Punkt schneiden. 

3) Ftir alle 3 Kegelschnitte. Wir verbinden die Curven- 
punkte -4, JB2 Cj *42-B| C2 niit einem Brennpunkte F und tragen. 
in diesem an den Geraden FA^, FB^i FC^ den beliebigen') 
Winkel y nach rechts ab^), an den Geraden FA 2, FB.,^ FC2 
dagegen den Winkel y nach links liin. Auf alien den sechs 
neugewonnenen Winkelschenkeln schneiden wir sodann vom Brenn- 
punkt F aus die gleiche Strecke I ab, wodurch wir zu den Punkten 
a,6,c, imd a262^2 gelangen. Endlich werden ura diese Punkte 
eongruente Kreise mit beliebigem Radius q beschrieben. 

Durch dei> um a, bescliriebenen Kreis und die Tangente in 
il, als Chordale ist ein Kreisbtlschel bestimmt, ebenso durch den 
Kreis um aj und die Tangente A 2- Beide Kreisbtichel haben, 
weil die Punkte a, und a 2 von Aq, dem Schnittpunkte der Tan- 
genten A^ und A 2 gleicliweit entfemt sind, einen Kreis a gemein- 



Noll darf </> ilbiigens nie werden, da sonst die 3 waiter unten zu 
erw&hnenden Ereise a, ^, 7^ io einen eiazigen zusammenfalien. 

^) Jedem Pankt der Curve entspricht ein Halbstrahl aus F. Fangt 
man (bei der Hyperbel) mit dem, F am nachsten Uegenden Scheitel an 
und geht stetig weiter, 80 erkeont man, dass man als Halbstrahlen fiir 
Punkte des zweiten Astes der Hyperbel di^enigen zu nehmen hat, welche 
die Curve selbst picht schneiden. In der Eiohtung dieser Halbstrahlen 
muss man sehen, wenn man (p nach rechts oder Unks abtragt. 
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schafdich. In gleicher Weise haben die Ereisbtischel (&iB,) imd 
(62 Bg) einen Ereis /?, und endlich die Btichel (c^ C,) irnd (CjCj) 
einen Ereis y gemeinschalfclich. 

Der Schittpunkt M der Tangenten A^ und B2 bat in Bezng 
auf den Kreis a die Potenz i/a, — g^ und in Bezug auf B 
i/62 — ^*. Da nun Ma^ « Afftjj so liegt Af auf der Chardale 
der Kreise a und f^; Gleiches gilt von dem Schnittpunkte N der 
Tangenten A^ und £,, indem JVaj — ^* — iV6, — ^^ u. s. w. 
Anmerkung: Die Beweise (2) und (3) sind Erweiterungen des von 
Bing') fOr den Kreis gegebenen Beweises. 

Im Folgenden ist angenommen, dass q bo gross ist, dass 
sammtlicbe urn a,&iCia2 2^2^9 bescbriebene Ereise die zugebdrigen 
Tangenten uli^jCiJ-^JSgCj in reellen Punkten scbneiden. 

II. Beweise fDr Pascale Satz. 

4) Fur die HyperbeL Wir construiren zunacbst wieder die 
Streifen «, /?, ;', wobei wir a als zur SehneJ.,A2 gehSrig, ebenso 
(i und y als zu den Sehnen BjJBj ^^^ ^\(^2 %^^^^^ betrachten 
wollen. 

Der Schnittpunkt der Tangenten A^ A^ oder der Punkt Aq 
liat gleicben Quotienten sowobl in Bezug auf alle Streifen, deren 
Hauptgeraden durcli den Punkt A^ gehen, als aucb in Bezug auf 
alle Streifen, deren Hauptgeraden durch A^ gelign. Alle diese 
Streifen gehoren einem Streifenbtindel 2) an, dessen Centrum Aq 
ist. Zu diesem Streifenbtindel gehSren insbesondere aucb die 
Streifen der Sebnen A^B^ undJlj-^i- ^^ gleicher Weise hat Bq 



^) Man sehe H. G. Zeuthen, Grundriss einer elementargeometrischen 

Eegelschnittslehre. Leipzig, Teubner 1882. Seite 72. 
^) Bin Streifenbuschel wird gebildet von alien Streifen, deren Haupt- 
geraden durch einen festen Punkt 8 gehen, wahrend ihre Paralielen 
-durch einen zweiten festen Punkt S* gehen. Ein Streifenbtindel mit 
dem Centrum P besteht aos all' den Streifen, fiir welche der Quotient 
'in P denselben Wert besitzt. 

Diese Begriffe sind analog den Begriffen Ereisbiischei und Ereis- 
biindel gebildet. Man sehe hieriibor: Reye, synthetisohe Geometrie 
•der Eugeln, Leipzig, Teubner 1879. 
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'd. i. der Sdmittpunltt der Tangenten ^i^^ gleichen Quotienten 
in Bezug auf die Streifen A^B2 und iij-^i* ^ ^^ ^^ ^^^ 
Pankt uio sowohl ^e der Punkt Bq gleichen Quotienten in 
^sEug anf die Streifen A^B^ und A*^,, daher ist AqBq die 
Ohordale dieser Streifen, und i^eil auf der Chordalen zweier Streifen 
sich deren Hauptgeraden schneiden mUssen, so gehen die Geraden 
A^B.2 und ^12-^1 <^urch denselben Punkt der Qeraden AqBq. 
•Bezeicltnet man den Schnitt der Tangenten in C, und (7« mit C^, 
•^dann kann ebenso gezeigt werden, dass sich B1C2 nnd £2^1 ^^ 
BqCq und C^A^j C^A^ auf C^^A^ schneiden. 

In dem StreifenbtLschel AqB„ construiren wir una nun einen 
-Streifen, dessen Haupl^rade O den Punkt (^,^2) AfB^) mit 
«^B,C2, £2^\) '^ei'bindet, und mit der namlichen Hauptgeraden Q 
•eonstruieren wir uns einen Streifen in dem BQschel BqCq» Da 
•beide Streifen in dem BClndel Bq liegen und dieselbe Hauptgerade 
besitzen, so sind sie identisch. 

Der eben construierte Streifen liegt also in dem Btlsdiel ^o^o) 
also in den Btlndeln Aq und B^^ er liegt femer in dem Bilschel 
BqCq^ also in den Btindeln Bq und Cq] er liegt demnach auch 
zugleich in den BQndeln Aq und Cq, also m dem Btischel AqCq. 
Aile Hauptgeraden dieses Btbschels gehen durcli den Schnittpunkt 
von ^0^0 ^^ ^9 ^^ diesem Punkt schneiden sich folglich J.1C2 

'Und -4-2^1 • 

6) Fur Hyperbel und Ellipse. Der eben gegebene 
'Beweis des Pascal'schen Satzes lasst sich sofort in einen andem 
verwandeln, welcher statt der in (1) beniitzten Streifen die in (2) 
gefundenen Kreise «, p/, y verwendet. Man hat einfach tlberall 
Kreis statt Streifen, Potenz statt Quotient, Ghordale in Bezug 
nuf den Spurkreis statt Hauptgerade zu lesen, vorher aber sich 
fiber folgende Satze Elarheit zu verschaffen: 

Sammtliche in (2) gefundenen Tangentenpunkte, deren dort 
^zogene Fahrstrahlen mit der Tangente den Winkel d einschliessen, 
Hegen auf einem die Curve doppelt berfthrenden Ereise <J, dessen 
Mittelpunkt in der Nebenachse liegt. Ebenso gibt es einen Kreis *, 
auf welchem die iibrigen in (2) erwahnten Tangentenpunkte liegen. 
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Der die 4 BerQliningspunkte dieser beiden Kveise Terbindenda* 
neue Ereis 80II der Spurkreis heissen. 

Die Ghordale fUr den Spurkreis usd eineo. belie- 
bigen der Ereise a, /?, y, welehe diiroh die 4 Punkte- 
eines Tangentenpaares gehen, ist die BerillirangBsehne* 
dieses Tangenten.paares. 

Die beiden eben angefQhrten Hil£3satze lassen sich elementar* 
beweisen'), doeh ist der Beweis des letzten Hil&satzes nicht be- 
sonders einfach, weshalb auf dessen Wiedergabe hier ^erzichtet wird. 

6) Fiir alle 3 Kegelschnitte. WiU man mit Hilfe der 
in (3) beniitzten Kreise a, f}^ y den Pascal'schen Satz beweisen,. 
so lasst sich, iinter der Yoraussetzung, dass y = 90** ist, der hier 
allein nothwendige letzte Hilfssatz sofort beweisen. Betrachten wir- 
namlich den mit dem Radius )/^*- — Z- um F besc^riebenen Ereis- 
als Spurkreis, so hat in Bezug auf ilm der von F um die Strecke 
/ entfernte Punkt A^ der Curve die Potenz f^ — (\/^- — r-)^, 
walu-end der namliehe Curvenpunkt in Bezug auf den Ereis a die 
Potenz liat {y/f^ + '")" — Q^- Da beide Potenzen einander gleich 
sind, so ist der Satz bewiesen. 

Der weitere Gang des Beweises ist der oben angegebene. 

Schlussbemerkung. Die ftfiher von mir mit Hilfe der 
Vektoren-Ereise (Blatter fftr das bayrische Realschulvesen 1883) 
gegebenen Beweise der Satze von Pascal und Brianchon, ebenso 
wie die vorstehend gegebenen, k6nnen als verschiedene Cbertra- 
gungen hdchst einfacher Beweise der erwahnten Satze (fur die 
ebenen Curven auf windschiefen Flachen zweiter Ordnung) an- 
gesehen werden. 

Zu diesen Beweisen gelangt man von den Mher gegebenen 
Beweisen aus^), wenn man jeden Vektorenkreis nach dem Vorgang 



') Der Beweis des ersten Satzes findet sich: Zeuthen a.a.O Seite 18. 

Der Beweis des Pascal'schen Satzes nnter Anwendong der Vektoren- 
kreise d. h. solcher Ereise, welehe die vier Badien-Yektoren zweier 
Carvenpunkte beriihren, ist aach in diese Zeitschrift ubeigegangen (Jahr- 
gang 1883, S. 78, wobei Herr Zeuthen auch bereits hinge wiesen hat anl: 
die Yerwendbarkeit der Cyklographie von Fiedler. 
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von Fiedler') darch einen Raumpunkt ersetzt, dessen Projektion 
auf die Curveiiebeiie im Kreismittelpunkt liegt, wahrend seine Ent- 
fernung von der Curvenebene dem Eadius des Yektorenkreises 
proportional ist. 

Yon den, mit Hilfe der Streifen gegebenen Beweisen gelangt 
man zu den entsprechenden fur die Curven windschiefer Flachen, 
wenn man die Asymptoten (sammt alien in ihnen gelegenen Tan- 
gentenpunkten) als Projektionen zweier Raumgeraden .7, K ansielit, 
welche in einer, zur Curvenebene parallelen Ebene liegen. Jede 
Tangente T erscheint so als Projektion zweier durch ihren Be- 
ruhrungspmikt gehenden Erzeugenden T^, T^. Schneidet die eine 
^eser beiden Erzeugenden. etwa diejenige, welclie der »linken« 
Tangenten entspricht, die Grerade J, so schneidet die andere, welclie 
als dann der »rechten« Tangenten entspricht, die Gerade K. Der 
Streifen entspricht der durch 2 Erzeugende verschiedener Art be- 
stimmten Tangentialebene der Flache. 

Betrachtet luan weiter den Spurkreis (Beweise 5 und 6) als 
-den Schnitt der Curvenebene mit einer Kugel, welche zugleich 
durch einen, senkrecht uber dem Mittelpunkt des Spurkreises ge- 
legenen Punkt geht und projiciert nun aus die Kreise a, ytf, y 
stereographisch auf die Kugel, so erhalt man mit den Bildem 
dieser Kreise auch die Bilder der auf den Kreisen «, fi^ y 
Uegenden Punkte der betreffenden Tangentenpaare. Die Yerbin- 
dungsgeraden dieser Bildpunkte liefem dreimal zwei Erzeugende 
der Flache 2 . 0, welche die Curvenebene in den 6 Bertilirungs- 
punkten der Tangenten sclineiden. 

Dabei ist noch zu bemerken, dass man, £^usgehend von den 
bei (2) nnd (5) beniitzten Kreisen zu einem Hyperboloid gelangt, 
welches von der constniierten Kugel doppelt beruhrt und zugleich 
nach denjenigen beiden Kreisen geschnitten wird, welche den 
Kreisen 6 und e der Curvenebene entsprechen. 



*) Cyklographie. Teubner, Leipzig, 1882. 
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ET BEVIS FOR NEWTONS SJITNINGER OM SYMME- 
TRISKE FUNKTIONER AF EN LIGNINGS R0DDER. 

(af Adolph Steen). 



Ligningen 

f{x) = a;" + a, aj»»-' + . . . + a^_^x + a„ - (1). 

antages at have Bedderne a,, a^, . . . u„, hvoraf folgende symme— 
triske Fanktdoner skulle findes: 

for alle hele p. Samtidig Undes Fiinktioner, som betegnes 

hvorved forstaas Summen af alle Produkter af de ferste Potenser- 
af r Bodder og {p — r)'te Potens af en Rod. 

Multipliceres (1) med a;^""'*, indssBttes derefter for x efter- 
haanden alle Ligningens Rodder, og adderes Resultateme, saa &aa> 

saa at enhver af de symmetriske Funktioner s kan findes af de n 
paafolgende med lavere eller h0jere Indices. 

Enkelte af dem ferns mniddelbart og ved Hjselp af Eoefficien- 
temes Sammenssetning af R0dderne, saaledes 

1.1, ,1 «n^l 

Der kan demaast findes simple Relationer imellem 2, 3, 4 paa 

hverandre folgende Funktioner, naar den ovennsevnte Funktion* 
2«i a2 • • ' «r«r+l ^^S^s til Hjaolp. 
Man bar Sp — Sp, 

«i ^i)-l "^ — (« I + ^2 • • • "jp) («f "^^ + «?""^ • • • "n""^) "" 
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(- If 2a, a^,.. a^^i a^'^'+l + (- If 2«i «2 . . . «^«^i''. 

Summen af disse Ligninger er 

Sp + a, 8p_i + a^ Sp_2 + . . . + a^ 5^__^ = j 

hvoraf ses, at den ved 2 betegnede Funktion afhsenger af r + 1 
paa hverandre f0lgende s, (3) indbefatter (2), idet alle a med 
hq'ere Index end n ere og ligesaa alle a, da de kunne betragtea 
som R0dder i den forekgte Ligning multipliceret med en Potens af x. 
For at anvende (3) til Beregning af s, maa man sastte r «=|) — 1, 
hvorved £aas, idet ^ «, aj • • • ««— i ^p ^i^nnes p Gange, 

eller i den saedvanlige Form 

Sj^ + a, Sp__i + . . . + a^—i «! + l^Op == 0, 

hvorved efterhaanden Beregning af Sj? ^3 • • • ^n ^li^®^' niulig, og 
saaledes alle andre s kunne findes. 



L0SNING AF OPGAVERNE 466 OG 498. 



466. Konstruer en Firkant af de 4 Sider, saaledes 
at to paa liinanden f0lgende Vinkler blive lige store. 

Lad Firkanten vsere ABCD, /L A ^-^ Z- D og BC skjaere 
AX> i samt AB < DC. En ret Linie gjennem B parallel 
med CD skjserer AD i D,; man har da AB -^ BD,, hvoraf 

-Tn = -r^ Tri) heraf bestemmes OB. 

AB DC — AB 

Man afsaetter da paa en ret Linie Punkteme 0, B og C. 

Om B som Centrum slaar man derpaa en Cirkel med Badius AB 

og traekker en vilkaarlig Linie gjennem 0, der skjaerer Cirklen i 
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M og N] gjennem C traekkes en Linie, parallel med BN^ der 

skjaerer ON i N^, Da man nu liar OA.OD^OM.ONj^j be- 

stemmes OA ved gjennem M og N^ at tegne en vilkaarlig Cirkel 

■og gjennem at traekke en Linie, af livilken Cirklen afskjaerer en 

Korde lig AD] Afstanden fra til Skjaeringspunktet med Cirklen 

er da lig AO. Med som Centnim og Radius OA slaar man 

endelig en Cirkel, der skjaerer Cirklen om B i det 80gte Pimkt A^ 

hvorpaa OA forlaBnges til Z). 

(A. S. Bang.) 

498. Konstruer en indskrivelig Firkant af Afstan- 
dene fra Diagonalernes Skjaeringspunkt til Siderne. 

(C. Juel.) 

Denne Opgave l0se8 let ved Hjselp af felgende Ssetning: I en 
indskrivelig Firkant forholde to af Sideme sig omvendt som Dia- 
gonalernes SkjdBringspunkts Afstande fra de modstaaende Sider. 

Bevis: 

Lad Firkanten vaere ABCD. Diagonalernes Skjaeringspmikt O 
og O's Projektioner paa AB, BC, CD og DA vsere £, -F, O og H. 

Af A ABO ^> CDO Ugev ^^ =^ ^|. 

Trsekkes gjennem en Linie panillel med JB, som skjaerer 
AD i -Hp og en Linie parallel med BC^ som skjaerer CD i (?|, 

OH OH 
fear man A HOH^ oj A 000^^ livoraf ,7^ == -ttttS endvidere 

DH A Fi 

er A fl'jOGi CV3 A ABC, hvilket giver yr^- = ^^, og f0lgelig 

nry ^^ nr^t altsaa Or Saetningen bevist. 

Da man i Konstniktioiisopgaven kjender Diagonalernes Skjoe- 
ringspunkts Afstande fra Siderne, kjender man ogsaa Sidernes 
Forhold, og kan, ved at vaelge en af Siderne vilkaarlig og af de 
derved fremkomne 4 Sider konstruere en indskrivelig Firkant, af 
denne finde den s0gte ved Ligedanhethedsmethoden. 

(A. S. Bang.) 
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OM GRJINSEV-ERDI OG IRRATIONALE TAL. 

(ap J. L, W. V. Jensen), 



Naar maiL iin(ler60ger den Fremgangsmaade, hvorpaa vi med 
<deii naturiige 'Takraekke fiom Udgangspunkt og ved Anvendelse af 
<deii alniindelige mathematiske Methode, som Hank el har bensenrat: 
»FrinGip der Permanens formaler Oesetzec, ledes til at betragte og 
ind&re fstrst de aHmiiidelige rationale, og derpaa de forslgellige 
^^rter af iirdticHiale Storrelser, synes der ikke ved f0rBte flfjekaat 
^t vise sig (Eogen €hi*imdfor8]rjel i Behandlingen af de to Elasser 
si St0iTetlsec, idat "de begge ere ind&rte for at gj0re visse omvendte 
Begningsarter a^mengyldige og i&lge den gsengse Fremstilling im« 
:pliGite ere definerede ved disse. For de inationale Tals Vedkom* 
mende forekonuner en saadan Fremgangsmaade mig imidlertid ikke 
at Yssre tilstra&kkeSig. Naar vi, for at tage et bestemt Ebcempel, 
80ge at bestemme det kypothetiske V^, som multipliceret med sig 
selv skal fremlDringe Tallet 2, saa er det indlysende, at et saadant 
Tal ikke &ides bkndt de rationale St^rrelser; og ville vi definere 
V2 ved den omtalte Fordring, at V2 X V2 skal resre lig 2, saa 
•er: dette utilstedeligt, saa Isenge vi ikke have defineret, hvad der 
b0r forstaas ved Mioltiplikation af Faktorer, som ikke ere rationale. 
En saadan Defimtion kan kun ske ved Indfisrelsen af til Dels nye 
Begreber, idet jeg fisradsaetter, at vi ikke S0ge at komme ud over 
Yanskelighedeme ved geometriske Betragtninger; thi a&et fra, at 
-saadanne Betira^tninger til Trods for det pasdagogiske Yserd, man 
ikke kan &akjende dem, let paa et mere fremskredet Stadium 
kunne blive en fiiLde til unfajjagtige Saetninger ved Ind&relsen af 
et Anskuelseselement, som nagtet sin tilsyneladende Simpelhed i 
Yirkeliglieden er sammensat af kompUcerede Begreber^ der netop 
^ordre en IJnd6rs0geise ved den Analyses Hjselp, de skulde be- 
rgnmde, saa er det altid betaBnkeligt paa et vsesentligt Punkt af 
iBegnmdelsen af <en saa skarpt a^rasnset Qren af de mathematiske 
Tidenskaber som den rene algebraiske Storrelseslaere at tage sin 

V. BeeUce. 8. Aaigang. 3 
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Tilflugt tQ Betragtninger, hentede fra et belt andet Omraade. Hertil 
kommer ogsaa, at naar vi ved saadanne Betragtninger bedst tro at 
v8Bre ude over Vanskelighedeme for alle rationafe Potenser aT 
irratioiiale St0rrelser, optrsede lignende Yanskeligheder atter under 
nye Former for de ved den snkoessive Udvidelse af Begrebeme- 
ind&rte iirationale St^rrelser af nye Arter. 

Yi maa derfor ad anden Yej 80ge at besejre Hindrmgenie, og^ 
denne Yej frembyder sig natorligt, hvis vi foT80ge paa at bestemme 
1/2 med Tilnaermelse ved rationale Tal, eller — n0jagtigere ud- 
trykt — S0ge at bestemme en saadan Raekke af lationale Tal, at 
man ved at gaa tilstrsekkelig langt frem i Eaekken af diase Tals- 
Evadiater kan nsenne sig tQ 3 med saa stor TUnaBrmelse, det ska^ 
vsere. Herved ledes vi, hvis dette da ikke allerede er n0dvendig<- 
gjort ved Behandlingen af de periodiske DeeuQalbi?0ker, til at ind- 
fyre Begrebet Grsensevserdi; men f0r end vi skride til Anvendelse- 
af dette nye Begreb, maa vi fra et exakt Standpimkt give en klair 
og bestemt Definition og drage de n0dvendige Eonsekvenser heraf. 

Naar vi betragte en ubegrsenset Esekke af vilkaarHge rationale- 
St0rrelser 

<*p ^2> ^3» • • •> ^n' • • •> 
er det indlysende, at en saadan forelagt Bsekke kan forholde sig 

paa felgende to Maader, som vi benasvne Hovedtilfaelde I og 11: 

I) Enten er det muligt at angive et vist Tal A af den Be>- 
skaffenbed, at a^ selv for nok saa store Yserdier af n ikke i nu- 
merisk Yasrdi kan overskride A] i dette Tilfeelde sige vi, at St0i>- 
relseme a^ alle ere endelige; 

n) eller ogsaa finder dette ikke Sted; vi sige da, at St0rrel- 
seme a^ ikke aUe ere endeUge. 

Betragte vi nu Hovedtilfaeldet I, kunne vi atter opl0se dette i 
to UndertilfaBlde: 

I,) Enten neermer a^ sig med voxende n en vis bestemfr 
Grsensevserdi a, hvilket vi betegne ved lAm . a„ ^-^ a, og herved 
forst^s fore]j2ibig, at man kan paavise Tilstedevaerelsen af en vis. 
St0rrelse a, som staar i et saadant Forhold til den betragtede- 
Baekke, at man for et vist w — JV^ og alle st0rre vil have 
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la~a^| < d, ») 

livor d er en forud opgiven vilkaarlig lille positiv St0rrelse, for- 

akjellig fra Ntil; 

I2) eller ogsaa finder dette ikke Sted, i hvilket Tilfaelde vi 

sige, at a^ oscillerer indenfor endelige Grsenser. 

Det andet Hovedtilfselde kan ogsaa deles i to Undertilfeelde: 
n,) Enten vil for et vist n = iV og alle st0rre 

hvor d liar samme Betydning som ovenfor; i dette Tilfeelde sige 
vi, at a^ voxer i det uendelige med w; 

IIj) eller ogsaa finder dette ikke Sted, og da sige vi, at a^ 
oscillerer meUem uendelige Ghraenser. 

Paa Grimdlag af Definition I, beviser man let, at naar Lim a^ 

og lAm b^ existere, er Lim (a^ -f- &n) "^ -^^^ ^n ~t" -^*^ ^n» 
Lim (a^&^ =« Lim a^ . Lim b^ og Lim {a^ : b^) =— Lim a^ : Lim ft^, 
hvor dog i sidste Tilfaelde Lim b^ ikke maa vsere Nul. Ligeledes 
vises let, at naar a^ bestandig er ^ 6^, kan man ikke have 
Lim a^ < Lim b^ 0. s. v., saaledes at vi kunne regno med 
Gxaensevaerdier som med andre rationale Tal ; Hankel's »Permanenz« 
er bibeholdt 

Det maa dog her fststholdes, at disse Qrsensevaerdier if0lge 
Definitionens Ordlyd skuUe vaere rationale, da vi endmi ikke kunne 
tale om DifPerensen mellem irrationale og rationale St0rrelser, og vi 
kmme derfor ikke med de rationale Tal og ovenstaaende Definitioner 
som eneste Grundlag komme til de irrationale St0rrelser som 
Overgangsformer af de rationale. Vor Definition er endnu uftdd- 
staendig, hvis den i det hole taget er heldig valgt, og vi maa da 
til Ij feje en yderligere Bestemmelse. Den, man almindelig har 
valgt som saerlig indlysende, er f0lgende. 

Naar St0rrelseme a'p a 2, ctj, . . . danne en bestandig voxende 
(aftagende) Eaekke, hvori intet Led kan blive st0rre (mindre) end 
en vis St0rrel8e, maa a*^ nserme sig en vis bestemt Grsensevaerdi. 



*) \a — 0^1 betegner den numeriske Yaerdi af a — a^. 
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Da man let kan vise, at en saadan QiaBnseysBrdi ikke beh0yer 
at Yddve rational, kan det nye Bestemmelseselement ikke ud'- 
ledes af Definition I|, medens det omvendte heller ikke lykkes, og 
det bUver i denne FremstiUing et Axiom, idet vor Anskuelse om, 
at de to Bestemmelser ikke ere i Strid med hinanden, kun kan 
blive en Trossag. Yed Bjaelp af dette Axiom kunne vi nu let 
bevise, at naar a^ og b^ naerme sig beetemte QrasnsevaBrdier, maa 
(%^nl ^S^^^ nserme sig en saadan, og naar vi endvidere som en 

n0dvendig Definition paa Ligestorhed vedtage, at Lim a^ ^ Lim 6^, 

(>bn + € 
hvis (^n \ ^h ' ^^^^ * ®^ ®^ ^' ^ ** uafhsengig, lille St0i> 

relse, medens vi, hvis ingen af Delene finder Sted, saette lAm a^ 
-^ Lim b^, hvilket ikke kan vaere i Strid med det foregaaende, 
ere vi endelig naaede til at kunne definere irrationale St0rrelser 
og Begning denned. 

Det forekommer os dog ikke ganske klart, om det opstillede 
Axiom er en N0dyendighed, og vi Mstes derfor til at stiUe det 
Sp0rg8maal: Kunde vi ikke have opnaaet ganske det samme, ja 
maaske endnu mere, ved at have taget en anden Definition af Be- 
grebet Gfrsensevaerdi til Udgangspunkt? 

Skj0nt den Yej, ad hvilken de mathematiske Sandheder i deres 
SammenhsBng have udviklet sig og ere blevne klarere og klarere 
op&ttede, oftest i sine Hovedtrsek anses for at vaere og maaske 
ogsaa er den i psedagogisk Henseende rigtigste, kan man dog ikke 
paastaa, at den b0r Mges, naar man i en ikke historisk FremstiUing 
vil 80ge at udvikle en Sffitning o. L paa videnskabelig Maade; man 
«r her ofte tvungen til at gaa om ikke den omvendte, saa dog en 
ganske anden Yej, og det er ikke vanskeligt i al Aimindelighed 
at angive, hvorledes en saadan Yej kan findes. Naar vi nemlig have 
lost et forelagt Problem ved Indfisrelsen af nye Begreber, givne 
Ted visse Definitioner, kan det ofte l0nne sig at S0ge de n^dvendige 
Betingelser for disse Definitioners og Begrebers Gyldighed, og hvis 
man da kan vise, at disse Betingelser tillige ere tilstr»kkelige eller 
med Bibeholdelse af deres N^dvendighed kunne omdannes, saa at 
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de blive tilstrseUelige, have yi herved omformet vort Problem til 
et andet denned aBkviyalent, hvis L08nmg ad en ny Yej fisrer os 
til det forelagte. 

Yi S0ge altsaa den n0dYendige Betingelse for, at en Baekke 
Stfaorelser a^, a,, . • • iutve en QraBnseYserdi a, eller med andre 
Old, for at 

Lim {a — a^ — 0. 
Naar n' er et belt positivt Tal, der paa en aldeles Tilkaarlig 
Maade afhsenger af n, er det indlysende, at 

Lim (a — CLn+n*) "" ^ 
er ensbetydende med ovenstaaende ligning, og ved Snbtraktion af 
disse to finde vi derfor som en n0dyendig Betingelse for Tilstede- 
vserelsen af Grsenseyserdien a, at 

Lim (a^^^i _ a J « 0, 
eUer nejagtigere, at man altid, naar d er en fonid yalgt yilkaarlig 
Me, pofiitiy 8t0iTelse, skal kmme angiye et saadant Tal Ny at 
man for n = ^ og alle st^rre yil haye 

I a,^_^i — ^w I < *• 
At denne Betingelse tiUige er tilstraBkkelig, indses paa folgende 
Maade. 

Man bar 

byor n* er yilkaarlig, eller 

— A < a^ < Ay for n > Ny 
og en forelagt Ssekke, der opfylder den giyne Betingelse, ses saa- 
ledes strax at kunne indordnes under Hoyedtilfaeldet I. I Inter- 
yallet {— A.. ,A) yil der altsaa findes et ubegwenset Antal (uen- 
delig mange) af den forelagte Bsekkes Led (a^, og dele yi det i 
et yilkaarljgt Antal mindre Dele, maa det samme ysBre TilfB^ldet 
med mindst 6t af de deryed opstaaede mindre Interyaller. Det er 
imidlertld indlysende, at der ikke yed fortsat Deling kan findes 
blot to forskjellige Interyaller, i hyUke der findes uendelig mange 
Led, da dette yilde forudsaette, at yi i Uligheden 

\^n+n* — %\< Sj n> Ny 
ikke kunde yaelge d yilkaarUg lille. Der findes saaledea et og 
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kun et Interval af den angivue Beskaffenhed, hvor langt den vil-* 
kaarlige Deling end fortsaettes; men naar dette er Tilfaeldet, vil 
man let red Hjaelp af Definition I| i Forening med Axiomet kunne 
vise, at den foielagte Baakke maa nserme sig en bestemt Oraense- 
vaeidi. 

I Betingelsen for Existensen af en QraBnseyaeidi, saaledes som 
den er given ved Definition I|, forekommer selve den 80gte Gxsense- 
vserdi; dette er ikke Tilfadldet med den nye Betingelse 

og det er derfor indlysende, at alle Yanskelighedeme ved Over- 
gangen fra rationale til irrationale Tal fuldstsandig Mde bort, naar 
denne vaalges som Udgangspunkt ved Behandlingen af Ghi^nse- 
begrebet, idet vi som f0r8te Definition vedtage, at en forelagt 
Baekke er i Besiddelse af en Gfrsensevaerdi, naar den naevnte 
Ulighed finder Sted. Jeg skal her ikke gaa ind paa en naermere 
Udvikling fra dette Synspunkt, idet jeg indskrsenker mig til at 
henvise til de Mathematikere^), der i Overensstemmelse med 
"Weierstrass og Ch. Meray^) benytte en saadan systematisk 
Eremgangsmaade, men til Slutning blot vise, hvor simpelt det op- 
stillede Axiom kan udledes af den nye Definition. 

Naar nemlig St0rrelseme a,, a,, ^39 • • • danne en Baekke, 
hvis Led voxe med voxende Indices, men ikke kunne blive st0rre 
end et givet Tal, og man ikke til et vilkaarlig valgt 8 konde 
finde en Vaardi af n «= -AT, for hvilken Betingelsen for Gxaense- 
vaerdiens Existens var opfyldt, maatte der gives et ubegraanset 
Antal sammenh0rende Yaerdier af n og n' (nj, n,, , . , • n\^ ^2, -•••)) 
for hvilke Uligheden 

^n-h^* — ^n ^ <^ 
&ndt Sted. Denne Ulighed maatte da paa Grand af Baekkens 
Egenskaber saa meget mere vaare gjaeldende, naar n' blev ombyttet 
med et hvilket som heist st0rre Tal. Er nu er det laveste Tal i 



^) £. Heine: Die Elemente der FonctioQeiilehre. Creile's Joumal, Bd. 74. 

B. Dedekind: Stetigkeit und irrationale Zahlen. 1872. 

B. Lipschits: Grundlagen der Analysis, Bd. I. 1877. 
') Noaveaux precis d'analyse infinitesimale, 1872. 
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BsBkken (nX der er 8t0rre end nj -^n',, a* det tilsvarende Tal 1 
Badkkem (n^; ^ det laveste Tal i Baekken (ii), der er stetrre end 
a 4* fl^'? /^' det tilsTarende i Baekken {J^% o. 8. v., Tilde man finde 

^^ "■ ^« = *' 



.i3om ved Addition Tilde give, at Differensen mellem to Led i en 
Bsekke, der henh^rer under HoyedtilfsBlde I, kunde gj0re8 st0rre 
«end en hvilken som lielst forud opgiven St0rrelse, hvilket er umnligt 
Det er saaledes bevist, at Axiomet med det nye Grundlag for 
^GraBnsebegrebet kan bringes ud af Yerden og Mdstsendig over- 
:fl0diggj0re8 ved de valgte Definitioner. 



OM LIGNINGER, HVIS RODDER KUNNE FREMSTILLES 
VED ET MED €ARDANS FORMEL ANAL06T UDTRYK. 

(af a. S. GuLDBEBa). 



I Tid88krift for Mathematik 5. B. 2. Aarg. (1884) S. 191 
^des under »Mindre Meddelel8er« efter Perrin, Bulletin de 
ia Soa math, de Franoe T. X^ S. 139, meddelt en 8peGiel lig- 
iiiTig af 5te Gfrad, hvis Bodder firemstilles ved en Formel analog 
jned Cardan's for Ldgmngen af 3die Grad. Ligningen er f0lgende: 

x* + JP^^ + 3^* + ra? + ^ ■" ^) 
ivor g-=0 og p* — 5r«=0. Dens B0dder ere bestemte ved 
J'ormlen 

h 5 



"V-T+W^+iV-i-Vl+l 



1 

livor a er en «f Y«rdieme af 1^* 
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I en Afhandling »0m Opl0siii]Lge]i af cTe* alg^ebraieke^ 

Ligningerc, der findes i Tidsskrifb for Mathematik 2. !EL, 2. Aaig. 

(1866) S. 167 bar jeg vist, hvorledes. man* kan bestemme Formen 

af Idgninger, livis B0dder udtrykkes ved 

n n 

X-- 



1 

hvor a =« 1 ** og r gives VaBrdierae 0^ 1^ 2, .... (n — l)* Oven- 
staaende Ligm'ng er et specielt TQfaelde heraf, idet samme- erholdes^ 
ved at saette n = 5. Jeg bar senere i et P^r andre Afhandlinger*)» 
bebandlet dette Emne, som ikke er uden Interesse. Fuldstdendigst 
er dog Pi'oblemet — saavidt mig betjendt — blevet bebandlet af 
Hr. OverlaBrer L. Sylow i en Afkandling i Nyt Magazin £ Natur- 
videnskaberne, bvori ban bestemmer Formen for en Idgning af v!\.Qr 
Grad, hvis E0dder reprsesenteres ved 

hvor iZ, og JBj ere Bidder i en kvadratisk LigningL. 

Hr. Sylow bar ved HjsBlp af Tbeovien ©m symmetriiBke Funk- 
tioner fremstiUet Ligningens Form, paavist^ at den gjaeMer for n lige- 
og ulige, samt at der gives ikke blot en Ligm'ng, som tilfredsstillea 
ved naevnte Udtryk, men at der i Abnindelighed for n uHge findea 

— - — vaesentlig forskjeUige Former. Bkndt disse — - — fors^el* 

lige Idgninger gives der dog blot en Idgning, naar den kvadratiske- 

^ 3 

Idgning er irreduktibel, medens de 0vrige — ^ — Former svare- 

til en reduktibel kvadratisk Idgning. Saaledes vil de 5te Grads. 
Idgninger, hvis K0dder kunne ndtrykkes ved 

hvor hverken ^JH^ eUer MR^ ere ratiomale,^ have en af de to- 
Former: 



') Se Nyt Magazin for Natorvideni^abeise 16de Bind og Glmstiania Yiden- 
skabsselskabs Afhandlinger for 1870. 
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x^ — bBx^ + bB^x « A, 
x^ — 2p^Bx^ — bpBx = E + p^B\ 

nemlig den forste Form, hvis Ligningen 

(B — Bi)iB — B^) — 
er irredulrtibel, og hvis den er reduktibel, enten den ferste eller 
den anden. Den sidste ligning er identisk mod den under »Mindre 
Meddelelser* anforte, hvis E0dder udtrykkes ved xi'^a^.a-h a^* . b. 

For 7de Grads Ldgninger faar man de 3 Former: 

x^ — 7Bx^ + UB^x^ — iB^x — A, 
x^ - 7p^ Bx^ — Up^ Bx^ — IpBx — B+p^B^, 
x^ — 7i)2 Bx^ — IpBx'^ -^Ip^B^x^B + p^ B^. 

Idet jeg henviser de Laesere, som maatte interessere sig derfor,, 
til Overlserer Sylow's Afhandling, skal her kortelig an&res, hvor- 
ledes man kan finde den almindelige Form for Ligningen af n'te 
Grad, hvis E0dder repraesenteres ved 

hvor IE, og JBj ere R0dder i en irreduktibel, kvadratisk Ligning' ) 
Man betragte en Ligning af 2den Grad, hvis R0dder ere w^ og Wg : 

{u — w,) (w •— W2) — «^^ — au + /^ =" ^' (1) 

Man danner en ny Ligning af 2den Grad, hvis B0dder er u^ og w^ : 

(;? — W«) (^ - W^) « ^ 2 _ J[^ ^ B «,, 0. (2) . 

Bom symmetriske Funktioner af w, og w^ ere A og 5 heleFunk*- 
tioner af a og /^. Man faar: 

/(a,y»)-Aogr- J5, 
hvor / betegner en hel Funktion af w'te Grad med Hensyn til «. 
Af Lign. (2) erholdes: 

F0lgelig bliver 



*) Se »0m den algebraiske Ligning af n'te Grad, hvis Keddor 

1_ 1 

representeres ved Formelen x = R^ '\- B^*, Christiania Viden- 
skabsselskabs Afhandlinger for 1870. 
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n n 

a =- W, + W2 



IndsaBttes /*** for 5 og skrives deipaa a; for a og B for /ff, faas: 

som tilfredsstiller Ligningen: 

f{x,B)^A^O. (4) 

'Til Bestemmelse a£ f{x^B) liar man 
if0lge lagn. (2) A == /(a, ;») - w^ + w«, 
i&lge Lign. (1) a — w, -f"W» <>g /^ — MiW,. 

Paa Gnind af den sidste Forbindelsesligning indses let — 
4igesom ved Ligningen af 3die Qrad, hvor Cardan's Formel 
kommer til Anvendelse — at Idgningens n B0dder blive: 
n n 



aj=»ft)*' 



v^+vi^-^+'-Vt-Vt-^. 



hvor CO er en primitiv Eod i Ligningen w** — 1 *« 0, og r gives 
Vaerdieme 0, 1, 2, (w — 1). 

For at bestemme Ligningens Form ligger det nser at benytte 
«de Newton'ske Formler, hvilke ogsaa Hr. Sylow bar anvendt Her 
benyttes en anden Methode, der ogsaa med Lethed &irer til Mallet: 

Det er for det &rste klart, at den S0gte Funktion maa have 
folgende Form: 

< + W? « (W, + Waf + a2,n («*i + War"^ W^W^ + 

thi Funktionen er homogen og af n'te Orad saavel med Hensyn 
til w, som Wj* Saettes Wj + Wj ""^i W1W2 ""-S? ^^^s: 

< + W?-^^+a2,n^*'~^-B+«4,n^'*"^^'+»6,n^'*"^^*+^. (5) 

DifFerentieres med Hensyn til w, og bemaerkes, at ^ — — 1 1 og 

dB . 
sa »/-, Kias: 
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nu 



n — 1 



Et aldeles lignende Udtryk erholdes ved Differentiation med Hensyn 
til U2, kun at man ombytter Ux og u^. Adderes disse to Udtryk, 
idet man bemserker, at a? — ' u, + u^t feas: 

<2w -f a.^^n)^''^ + (2(w - 2) a^^ + 2a4^ Jx^-^^ + . . . 

Ssetter man i Ldgn. (5) w — 1 for n og multiplioerer med n hole 
Idgningen, fia.as: 

De to sidste Ligninger maa v»re identiske, folgelig Koefficienteme 
parvis lige store; altsaa £aas: 

2n + ajj^„ « w, 2(w-2) aa,^ + ^a^^n^ **«2,n-l 

Af disse Ligninger erholdes de 80gte Eoefficienter, idet man be* 
maerker, at a^^ ^_i faas af a<^j^ ^, naar man for n skriver n — 1 ; 
man £aar saaledes: 

n (n — 4) (n — 6 ) n (n -- 5) (n -- 6) {n — 7) 

^6,n- 1:^71^ y%n-' 1. 2. 3. 4 



/ , vz. w (w — A; — 1) (n — A; — 2) . . . . (w — 2 A + 1) 

Indssettes disse Yseidier i Lign. (6), erholdes den S0gte Fuuktion; 
««Bttes derpaa u^ 4~ ^2 °° -^i ^'^^ ^^^ S0gte Ligning, som bliver: 

+ ^~^^ 1. 2. 3.. ..A ^^ +--^. 
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Irvilken Ligning tilfiredsstilles ved 

n n 



-V4+V^-«" + V4-V^-^- 



Br n =-= 3, fear man Cardan's Fonnel. 



OM EULERS SJJTNING OM POLYEDRE. 

(ap C. Cbone). 



I Tidsskrift for Mathematik, 2. Eaekke, 6. Aargang, 1870,. 
Side 22 findes meddelt et Bevis for Eulers SeBtning om Polyedre 
i dens mere begraensede Form, som let kan udvides til at gjaelda 
for den foldstsendige Ssetning. Inden denne Udvidelse fors0ges 
givet i det folgende, skal f0rst Beviset gjentages i Korthed. 

Et Polyeders Antal af Sideflader, Hj0mespidser og Kanter be- 
tegnes ved /, h og k, og Tallet/4- h — k saBttes — d. Borttages- 
1 Sideflade af Polyedrets Overflade, hvorved den forvandles til en 
aaben Polyederflade, vil A og ft blive uforandrede, medens /, 
fQtsaa ogsaa d^ formindskes med 1. Borttages nu Sideflademe 1 
for 1 — dog kun saadanne som have frie Kanter — vil ved 
Borttagelsen af en Sideflade med n Me Kanter / formindskes med 
1, h med n — 1 og jfc med w; d bliver f0lgelig uforandret. Naar 
der kun er 1 Sideflade tilbage, bar d Vaerdien 1; d maa altsaa 
oprindelig have vseret =2. 

Det er ikke vanskeligt at se Indskrsenkningeme, som dette 
Bevis er underkastet. Der maa ikke forekomme Sideflader, ved 
hvis Borttagelse Polyederfladen deles, altsaa saadanne, der ere 
begraensede af flere adskilte Eande (flerdobbelt sammenhaengende); 
der maa hole Tiden forekomme Sideflader med kun 1 sammen- 
haengende Baekke Me Kanter, og endelig maa den Sideflade, der 
tilsidst er tilbage, vaere en saadan, for hvilken d er 1. 

Man kan imidlertid s0rge for, • at disse Betingelser ere opfyldte. 
Tegnes i en Sideflade en braekket* Linie med n Sider mellem 2: 
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Funkier a og 6 af Banden, og betragtes A&sm Sider og Yiukel- 

spidser som £anter og Bj^mespidser, vil h foroges med n -|* ^ og 

k med n + 2^ hvis hverkea a eller b Mder i nogen Hj^mespids 

af den forelagte Sideflade. Falder f. Ex. a i en Hj0raespids, yil 

h knn forages med n, k med n + 1. Hvis den breakkede Lmie 

deler Sidefladen i 2 Dele, vil den altsaa ikke forandre d] deler 

den ikke Sidefladen, vil den fonnindske d med 1. I Stedet for 

'den braekkede linie kan ssettes en krum, idet man betragter dena 

Endepnnkter som Hj0rne8pid8er. En Sideflade med q adskilte 

Bande kan ved Ind&relsen af $ — 1 braekkede linier bnnges til 

kun at have 1 Rand; den er derved gjort enkelt sammenbadngende, 

d. v. 8. enhver brsBkket Linie, der nu tegnes i den, vil dele den. 

d er herved bleven formindsket med g — 1. Men Borttagelsen af 

^n Sideflade, der paa denne Maade er gjort enkelt sammenhaenr 

.gende, vil dele Polyederfladen, og heller ikke er d »» 1 for en 

saadan Sideflade; den maa derfor deles ved Indf0relsen af braekkede 

Linier, indtil der ikke findes nogen Kant, som paa begge Sider af 

sig bar samme Sideflade. I det F0lgende taenkes aUe flerdobbelt 

sammenhaengende Sidefiader omformede paa den her angivne Maade. 

Sideflader med 1 enkelt Raekke M Kanter kan vises altid at 

maatte forekomme ved en aaben, enkelt sammenhaengende 

Polyederflade, altsaa en saadan, der altid deles af et Tversnit, som 

forbinder 2 Punkter af Elanden. En saadan Polyederflade indses 

let kun at kunne have 1 Band. AUe Sideflademe kunne ikke 

have flere Baekker frie Eanter. I saa Fald kunde man nemlig i 

Polyederfladens Band vaelge 2 Punkter, der h0re til forskjeUige 

Baekker Me Eanter paa samme Sideflade, men ere forbundne ved 

1 Baekke ikke Me Eanter; et Tversnit lagt kngs denne sidste 

Baekke vilde da afekjaere en Del af Polyederfladen, hvori den om- 

talte Sideflade ikke forekom, og som var begraenset af Tversnittet 

og 1 sammenhaengende Slykke af den oprmdeHge Band. I dette 

^sidste kunde man atter paa samme Maade vaelge 2 Punkter, som 

man forbandt med et Tversnit, og ved at blive ved paa denne 

Maade maatte man tilsidst komme til en enkelt Sideflade, hvis 

Band var sammensat af det sidste Tversnit og 1 sammenhaengende 
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Stykke af den oprindelige Band. Denne Sideflade kunde imidlertiid 
heller ikke i den oprindelige Polyederflade have indeholdt mexe- 
end 1 Bsekke Me Eanter, hvilket vilde stride mod Forudssetningen. 
Det ovenfor meddelte Bevis for Bulers SsBtning gjaelder f0lgelig 
for en enkelt sanunenhaBngende aaben Polyederflade, saa at man 
for denne bar d ^= 1. 

Yi betragte nu en vilkaarlig Polyederflade, som, hvis den 
er lukket, tsenkes gjort aaben ved Borttagelse af en Sideflade. Det 
fomdssettes, at Polyederfladen kan gj0res enkelt sammenhaengende^ 
ved Indf0relsen af et endeligt Antal Tversnit, og vi taenke os- 
tegnet brsekkede eller krumme Linier, hvor disse Tversnit 
skulle IsBgges, forsaavidt de ikke felge Polyederfladens Kanter. 
Disse Linier indfere nye Sideflader, Hj0mespidser og Eanter, men 
lade, efter hvad ovenfor er vist, d uforandret. Laegges nu et Snit 
langs en saadan linie, vil enhver Kant eller Hj0mespids deri 
blive til 2, og da Hj0mespidsemes Antal er 1 st0rre end Kan-^ 
temes, vil altsaa d for0ges med 1. 

If0lge det foregaaende faar man altsaa Eulers Saetning i sin 
udvidede Form: 

Br ved et Polyeder det samlede Antal af Tversnit^ 
der udkrseves til at gj0re de flerdobbelt sammenhsen- 
gende Sideflader enkelt sammenhaBngende $, Antallet 
af Tversnit, der udkraeves til at gj0re Overfladen en- 
kelt sammenhaengende, ^, bar man: 

d ^ 2 -{- s — t 

Man indser ogsaa let, at 

Kan man paa forskjellige Maader gj0re en (aaben 
eller Inkket) Polyederflade enkelt sammenhaengende^ 
ved Indf0relse af et endeligt Antal Tversnit, da er 
dette Antal ved alle Maaderne det Samme. 

Det for denne sidste Saetning f0rte Bevis kan ogsaa anvendea 
ved den samme Saetning for krumme Flader. Kan en krum Flade 
gj0res enkelt sammenbaBngende ved et endeligt Antal Tversnit, 
tsenkes der paa den tegnet et Antal Linier, der, bvis de vare^ 
Tversnit, vilde f0rst gj0re Fladen enkelt sammenhaengende og derpaa 
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dele den^). Disse Idnier ville afgive Begrsensning for flere fiild* 
staandig begrsBnsede, enkelt sammenhsengende Dele af Fladen, som 
Ti ville betragte som Sideflader. Punkter, hvori 2 Linier 8t0de^ 
sammen, betragte vi som Hj0me8pid8er, de Idniestykker, der for- 
biade 2 Hj^mespidser, men selv ingen indeholde, som Eanter. 
Forsaavidt der paa begge Sider af en Kant ligger samme Sideflade, 
forbindes Eantens Endeptmkter med en Linie. der tilligemed Eanten 
begrsenser en ny Sideflade. Naar Fladen paa denne Maade er 
inddelt i Sideflader, kan det ovenfor angivne Bevis anvendes paa den*. 



ET BEVIS HOS ARCHIMEDES. 

(af S. a. Chbistensen). 



Man bar ofte sagt, at Archimedes benyttede Differential- og 
IntegTalregning, idet blot Formen for Beviseme dsekkede over 
den. Dette er for saa vidt Tilfaeldet, som ban benyttede Exhaust- 
ionsbevismaaden, der knn er en skjult Anvendelse af Begning 
med uendelig smaat Yi skuUe ber fremdrage et Exempel deipaa 
hentet fra bans Bog om SpbsBroider og Konoider (Dr. Hejbergs 
Udgave Yol. I), der bandler om Omdrejningslegemer frembragte 
ved Omdrejning af Ellipser, Parabler og Hyperblens ene Gren om 
fjEfrste Axe. 

Denne Afhandling sendte ban som saa mange tilfom til 
Dositbeos i Alexandria, for at de der boende laarde kunde &a 
Kjendskab til bans Arbejde. Han gaar deri ud paa at finde Yo- 
Imnen af Afsnit af disse Legemer a&kaame ved Planer i fors^eUige 
Stillinger mod Axen. Dette udf0res i en IsBngere Bsekke Seetninger 
der for os ingen Forskjel frembyde i Bebandlingen, for at £aa 
alle mulige TUfiselde med efter Pknemes forskjellige Stilling i de 



^) Hvis Fladen ikke er aabea, tadnkes den fsfist gjort aaben ved at der 
slgaBies et Hul i den; enbyer af linieme skal forbinde 2 Punkter, der 
enten ligge i Rande eller i andre af linieme. 
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toaljellige Legemw. F0rst i Saatning 21 ftuir han den ftfrate Yolu* 
menberegning ud£»rt. De tldligere ere medgaaede til Undere^gelfier 
om Snittenes Art og Tangentplaner m. m. h0rende til disse Le- 
gemer, der ikke tidligere vare behandlede. Yi skuUe her kun 
betragte det simple Tilfelde i Seetning 21, der kaa tjene til Type 
far de andre senere. 

Archimedes siger der, at et Segment af den retvinklede Konoide 
(o: den, der frembringes ved Omdrejning af >Snittet i den retvinklede 
Kegle«, hvormed menes Parablen, et Nayn, som ApoUonios f0cst 
senei'e indfarte, a&kaaret af en Plan vinkelret paa Axen) er Halv- 
parten st0rre end Eeglen med samme Onmdflade (Snittet) og samme. 
Axe. Her bliver Axen naturligvis H0jden. Han ind&frer nu strax 
i Beviset i Stedet for ^ Oange Keglen det halve af Cylindren paa 
samme Grundflade og Axe. 

Vi tage her ferst Beviset, som det fares nu ved Differential- 
og Integralregning, idet vi Isegge ^Axen i Eouoidesegmentets Axe 
(her Konoidens Hovedaxe) og XF-Planen som Tangentplan i Top- 
pmiktet. ligningen for Meridiankurven bliver da a:* «= p^. Skiven 
mellem to parallele Planer vinkelrette paa Axen bliver en Cylinder 
med Volumen nx^dz, naar Afetanden er uendelig lille. Fejlen, 
vi begaa, er saa liUe, at vi kunne se bort fra den; det kan Archi- 
medes imidlertid ikke, han kjender nemlig ikke til »uendelig lilies. 

S* f* 1 

nx^dz = XTipedz = -^ nph^^ idet 
•'o ^ 

^ er lig Axens Lsengde. Men det er netop det halve af Yolumen 
af en Cylinder med Grundflade i Snittet (hvis Areal er nph) og 
Axen til Hjajde, og ogsaa lig | Gange Keglen. 

For et Snit ikke vinkelret paa Axen, hvis man bruger skjaer- 
vinklede Koordinater, faas aldeles den samme Relation. 

Archimedes' Fremgangsmaade er kun forskjellig fia vor deri, 
at han ikke kan fea Legemets Volumen ved at summere de deri 
indskrevne Cylindre, thi han vilde derved begaa en endelig Fejl, 
da han ikke kan laegge Snittene uendelig user hinanden. Han 
viser da farst, at han kan dele Legemet ved parallele Snit i Skiver 
hvori han kan Isegge Cylindre med det mindste Snit til Grundflade 
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m 

•og med Skivemee B0jde 111 Hcjde, og ligesfta kan baa Isegge Cy*- 
Jiadre tiden om Skiyente. Summen af de indskrevne eat mindire^ 
Men Smnmeii «f d^ omskrevne 8t0rre end Segmentets Yolumen, og 
deres Forslrjel kan gj0res mindre end en hvilken som belst giv!»i 
•Starrelse, men <deiine St0!fr6lBe er for ham natorligvis »endelig«. 

Skal ban benytte dette til Beviset for Saetningen, inaa ban 
som overadt, hvor liaca bruger Exhaustion, fjsre Bev^t antithetiski - 

Han antager fta larrst, at Segmentet er st^rre end | Gauge 
Keglen (eller end det halve af den hele omskrevne Cylinder, som 
ihan stadig benytter), og deeuden, at ban efber den oven nsBvnte 
Ssetning kan gjieire Ferskjellen mellem de am- og indskrevne 
Cylimdres Stun nundie end Forskjellen mellem Konoiden og f 
Gange Keglen, Irvilket f^rer til, at Summen af de indskrevne 
Cylindre er st0rre <end den halve store Cylinder. Urigtighede'ft af 
-den f0rste Antagelse beviser ban, idet ban betragter hver af de 
indskrevne Cylindre i Forhold til en Skive af den store med 
-samme H0jde. Forholdet mellem saadanne to er lig Forholdet 
meUem Kvadrateme af Badieme i Grundflademe, der jo ere Or- 
•dinater i Parablen, nendig den st0rste og en mindre. Men ban 
bar af Parablens Ligning, at Forholdet mellem Ordinatemes Kva- 
•drater er lig Forholdet meUem Abscisserne. Skal ban have Sum- 
men af de smaa Cylin^ til Summen af Skiveme af den store, 
gjaelder det at summere disse Linier, der danne en Differensrsekke 
(vi summere ogsaa disse Linier i Integralet, men hos os er deres 
Antal nendelig stort). Han ud&rer det ved at danne en Trekant 
af Axen, den fit0rste Ordinat og en Linie fra Toppunktet til dennes 
Endepunkt, bvori der ved de andre Ordinater afskjseres Parallel- 
transversaler, som ere proportionale med Abscisserne. De summeres 
let i Forhold til Eadieme i SMverne af den store Cylinder, og ban 
faar da, at Summen af de indskrevne Cylindres Forhold til den 
store er mindre end {, Da nu derved Antagelsen, at Segmentet 
•er st0rre end | Gange Keglen, er vist ikke at kunne vaere rigtig, 
ndf0res det tildvarende for den aiiden Antagelse, at Konoiden er 
mindre end ^ Gange Keglen. Under samme Antagelse som f0r 
•om Cylindrenes Differens maa folge, at Summen af de omskrevne 

Y. Beslfko. 3. Aaxgang. 4 
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er mindre end | Gange Keglen, kvad der nu paa ald<des tilsva- 
rende Maade vises at vaere umuligt. Tilbage staar nu kun, at 
Konoiden netop nma vaere lig | Oange Keglen, som derved en 
bevist at vseie rigtig. 

Det Archimedes altsaa mangier for at kunne benytte Summe- 
ringen af de om- og indskrevne Cylindie direkte, er Ssetningen, at 
to St0rrelser liggende mellem de samme Orsenser,. hvis Forskjel 
kan gj0res saa liUe man vil, maa vsere lige store, naar St0rFelseme 
ere konstante. Men for at fieia den mangier ban kun et ringe Kjend'* 
skab til Betydningen af Begrebet »uendelig lille«, der saa vilde 
have f0rt til Differential- og Integralregningen,. som den senere 
udvikledes, efter at dette Begreb var indftfrt af Cavalier! og andre* 



EXAMENSOPGAVER. 



Polytekni8k Examen. 

For Kemikere. Sept. 1884. 

En Eurve er bestemt i et pol^rt Eoordinatsystem paa ftilgende^ 
Maade: 

En ret Linie oprejst vinkelret paa Midten af Eadius vektor 
tU et hvilket som heist Punkt M paa Kurven skjaarer to rette- 

7t TV 

linier igjennem Pelen, som danne Vinkleme + -r o& — t* 

4 4 

med Systemets faste Axe i Punkteme B og C, hvis A&tande fra. 

Polen have en konstant Sum 2 a, altsaa OB 4- OC'^ 2 a. 

Find Eurvens Ligning og Figur samt Arealet af Eurvens. 

lukkede DeL 

Opl. Af OJB — B2f=.Yr«ec(-~ — ^) 
og OC'-CM^l.rsec(^^ + e^ 

feas y r (sec ("J — ^) + sec (-J + d)) — 2 a. 



som aendres til r = 
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a V2 C08 2 9 



1 ^ \ ' cos^ Or 



cos 6 

Figuren bar et Dobbeltpunkt i Polen med de to givne rette Limer 

til Tangenter. Om Axens positive Del ligger en Sl^rjfe, hvis 

yderste Punkt for ^ = bar r==a\/2. Om den negative Del 

ligge to uendelige Grene (svarende tQ ^ *=^ — ) med en paa den 

&8te Axe vinkelret Asymptote. 
Arealet af Sl^jfen bliver 

T ^+ 

cos^ 2 e 

^ ^ cos^ 6 

1 "4 

Det ubestemte Integral er 

a^ sin 20 — 2a^e + a^tg 0, 
bvorefter Arealet bliver (4 — tt) a*. 

For Mekanikere og Ingeni0rer. Jan. 1885. 
1. I den totale DifferentiaUigning 

(y + 2z(cu) do? + (^ + 2gyu) dy + udz =- 
er u en Funktion af a? og ^ alene. Bestem u saaledes, at denne 
bar en pnmitiv Ligning imellem x^ y, z og en arbitrser konstant^ 
og find den primitive Ligning. 

Opl. Betingelsen for Integrabiliteten er 

hvilket er en partiel lineser DifferentiaUigning af fti!rste Orden til 
Bestemmelse af u. Man faar 

dx dy du 2a?(fcg + ^V^V 

Ic^'^'^ 2(x^—y^)u ^ 2{x^—y'^) ' 

som give 

ajy = c, og w « Cje^*^"^' , 

saa at man skal bave 

bvis Bigtigbed let kan proves. 

4* 
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Dea forelagte Ligningkan nu efter Ind&frelse af u og Division 
med q>{ocy) aendres til 

«P\xy) 
der vuniddelbart giver 



J ip{xy) 



Ses ikke denne simple Fremgangsmaade, kan maa ogsaa skrire 
Ligningen saaledes 



(yf— 

\ 5P 



,-(a;«+y») 



+ 2«a! 



)'^ + (^ 



^^_(^«+y.) 



4- 2y^ I dy -4- <^ = 0> 



-= 0, r = a 



hToraf ad den ssedvanlige Yej findes 

£._, + .-(.•+,■) (J^j-r)-o. 

dY 

som giver -r- 

2. Find den almindelige partielle Diiferentialligning af f0rste 
Orden, der gjselder for Omdrejningsflader, og angiv dens geo- 
motriske Betydning. 

Anvend den demsest til at unders0ge, om 

iyz'^ + 2y'^z — x^y — x^g — a^'=0 
er Ligning for en Omdrejningsflade, og find i saa TUfelde dens 
Axe og Meridiankurve. 

OpL For Omdrejningsflader med Ligning i7 -= gjaelder 

dU 
dx 

dU 
dy 

dU 



A X — a 



B y^h 



dz 



C z—c 



0, 



idet a, 6, c er Centrum for den frembringende Kugle paa Axon 

med Ligningeme 

X — a y — b z — c 

~A B '^~C'' 

Ligningen udtrykker, at Normalen til Fladen gaar igjennem 

Axon. 
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Den bliver for Exemplet til 

— 2ocy — 2xz A x — a 
2z^ -\-4yz — x^ B y—b 
4:yz+2y^—x^ C z—c 

som til&edsstilles for alle x^ y, z^ saafremt A -« 0, B ^'Cy a »» 0, 



- 0, 






6 =» c. Axons Idgninger blive altsaa < os Meridiankurvens 

x^O ] 

2yz(y + z)^a^]'^^^ Asymptoter «r - 0, y - 0, y + £r - 0. 

Umiddelbart kan Idgningen omsloives, idet 2yz '^(z -{-y)^ 
— 2:* — y^ indf0re8, tdl 

x^+y^ + z^-{y + zr--^. 

y-rz 

stemmende mod dot fandne. 

3. En Fartikel or bunden til at bevsege sig paa en Cirkel 
med Hadius a uden Onidningsmodstond. 

a. Find dens Hastighed og Tryk paa Cirklen, naar denne or 
lodret stillet og Tyngdekraften ens virkende. 

b. Dor yirker kun Tiltraekning til et £a,st Punkt paa 
Cirklen, som tages til Begyndelsespunkt, idet Partiklen udgaar fra 
et Pnnkt i Afetanden a fra med Hastigheden u. Loven for 
Tiltraekningen (y(r)) som Funktion af Afetanden r bestemmes saa- 
ledes, at Trykket bliver konstant, og det afgj0res, hTiIken Inten- 
sitet Tiltraekningen. maa have, for at det skal blive 0. 

^^ ' '' a ' ^ a a 

b. t;2 — -— 2 I y(r)dr + w^, 2 a cos ^ — r (Cirklens Ligning). 

ia 

Trykket er P » £-' _ y (r) cos fi - ?^ - iii!!^^ - ^), 
som ved Differentiation giver 

- - 29p(r) - 1 rtf'ir) - i- y(r), 



»'(»•) A „_£ 



^^oraf ^^ =- — — ? 9P == -.5- 
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Derefter feuis 



P« __ 



w^ /i 



a 2aa^ 
8aa at P — giver Intensiteten ji* « 2 w^ a*. 



Aim. Forberedelsesexamen. Jan. 1885. 

Aritkmetik. 

L Find x udtrykt ved a, 6 og c af Ligningen 

ax^ +bx + c^ -^0 
og beregn x, naar a -» 4, 6 — — 80,44, c == 18,423, hvorved be- 
nyttes saadanne Lettelser i Begningen, som faas ved en bekjendt 
algebraisk Formel og ved Logarithmer. 

2. a. Udtrykket —^ 7= + -7= 7= biinges paa sin simp- 

Va — Vb Va + Vft 

leste Fonn. 

b. Ligningen -7^ 7= =• -=-. — p- opl0ses med Hensyn tdl 

Va — Vx Vb + vx 

X, og X beregnes for a =- 5 + Vs^ ft «» 5 — Vs, 

3. Kj0bmand A i Ej0benhavn leverer Ej0bmand B i Br0ndshQ 
hver Maaned en vis Miengde Yarer, som B skal begynde at betala, 
naar ban bar Ijjent saa meget, at ban kan afse et maanedligt Afdiag. 
I a Maaneder betaler ban intet, men den &tt*ste Maaned derefter 
indl0ser ban 1 Maaneds Begning, den n^dste 2, den folgende 3 
o. 8. v., bver Maaned 1 mere end den foregaaende, samtidig med, 
at ban faar en ny Levering. Om bvor mange Maaneder fra Af- 
dragenes Begyndelse vil al Gjaelden vaere betalt? Ex. a — 16. 

n 1 1 M ft. —b + Vb'—4 ac' 
Opl. 1. Man faar x — = — ^ 

og naar Tallene indsaettes 

80,44 + \/80,44» — 16.18,423* 

Of* BBS — 1 r= : J . 

^ 8 

Bodsterrelsen heii sendres til 

\/(80,44 4- 73,692) (80,44 — 73,692), 
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-som beregnet ved Logaiithmer bliyer 32,26, hvorefiter &as 

X — 14,09 og 05 — 6,02. 

2. a. v^ + >/6'4. v^a — V6 = 2 Va. 

b. V'a + V'i — V'ft — \/S giver Vx-^ T ^ 



^tsaa X 



b + a — 2Vab 5 — \/22 



4 2 

3. Antages Betalingen at vsere sket om x Maaneder, saa er 

•der betalt i-[-2-|-3-|-...-(-(a;_i)^aj Regninger, 

men der skyides til samme Tid a -\-x, 

Mgelig maa l-f-2 + 3 + ... + (a: — l)«a 

n x(x — l) 

«ller ^ — ^ — a. 

Denne Ligning ordnet, nemlig 

x^ — a:? — 2a — 0, 

^vo. r^c^ ^ +l±\^8"a"+T 
giver opl08t X ««" ==^-^ ■ — • 

Ben negative L06mng vedkommer ikke Opgaven; den anden giver 

for a =- 16 

a? — 6. 



Praktis'k Regning. 

1. A har til Gode hos B siden den 1. Januar 1883 7690 Er., 
Bom skulle betales den 1. Januar 1887 med 4 pCt. Rente eg 
Rentes Rente, og hos C 1306 £r., som forMde til Betaling samme 
Dag uden RentetUlaeg. Derimod skal A betale D 9300 £r. den 
1. Januar 1886« A og D enes nu om, at D skal vente med Be- 
talingen til den 1. Januar 1887 og da modtage de Bel0b, som B 
og C skylde A, og dermed skal alt vaere ai^ort imeUem dem. 
Hvor mange pro Cent &ai saa D i Rente og Rentes Rente af 
fline Penge? 

2. A. har kjiaibt til Forhandling 280 Td. Hvede til 13,90 Kr. 
TjEOiden med 1^ pro Cent Omkostninger. B lige saa 326 Td. til 
11,76 Kr. T0nden med 1^ pro Cent Omkostninger. De sselge dem 
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under et med 11^ pro Cent Fordel og dele Salgapcis^ lige. Hroir 
meget fear hver? 

Opl. 1. Betegnes de s0gte pro Cent yed x,. saa skal 

7690 . 1,04* + 1306 = 9300 (l + ^^\ 



X 1 / 7690 . 1,04* + 1306 
hvoiaf faas 1 + _ - y ^^ . 

Yed Anvendelse. af Logarithmer fiiides 

X =- 100 (1,0525 — 1) — 5,25, 
altsaa 5{ pro Cent. 

2. Hver faar 
Y (28O . 13,90 . 1,0125 + 325 . 11,75 , 1,015^ y = 4342,60 Kr^ 



Geometri 

1. Igjennem et givet Puukt af en ligebenet Trekaats Gfuad- 
linie skal drages en Linie, som balverer Trekanten. Hvorledes- 
konstrueres den? 

2. Om Trekanten ABC {/L B <. /- C) er der omskrevet en 
Cirkel, og til Pnnktet A den er der trukket en Tangent, som for- 
Isenges til Skjaering med Forlsengelsen af BC i D. Bevis, at 
A ACD og A ABD ere ligedannede, og MdAD .=» t^ samt 
CD « X udtrykte ved TrekanteB ABC^s Sid«r a, ft, c. 

3. I en regelmsBssig Femkant ABCDE er der fra en Vinkel- 
spids A trukket 2 Diagonaler, hvis Ltangde ^t A, Hyorledes ud- 
trykkes Femkantens Side ved ei? 

Fremdeles er der om A som Centrom slaaet en Oirkelbue 
Tded Eadius (2, de to ira J. ndgaaende ^dev ere forlaengede til 
Skjaering med Buen, og endelig er der fra hvert af disse Sl^ed- 
nngspunkter draget Korder til det naermeste af Pnjiktenie C og D. 
Hvilket Forhold er der imellem Arealet af Femkanten og det 
samlede Areal af de tre ligebenede Trekauter med Toppunkt i A?' 

OpL 1. Trekantens. Gruadlinie va9pe AB med Pmiktet P 
naBrmest ved A^ C dens Toppunkt. Da Trekanten vil vaere hair- 
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Toret yed en Linie ^ C til Midten M af AB^ saa kommer ddt 
kon an paa at trsBkke en Ldnie igjeimem P til den skjaerer BC i 
et Punkt Q saaledes, at A PCM— A PCQ. MQ ^ PC be- 
stemmer Q. 

2. TrekoQteme have Vinklen vod D ftelles, /^ BAD = Z. ^OD 
(de maales ved samme Bne). De ligedannede Trekanter give demsest 

a + X t c 



hvoraf 



t X b 



h(a + x)^ct\ b{a + x) _ c 

aivSaa •— *- • i. > 



^btj 



som giver x 



cx = btl ex b 

«6* 



c^—b 



8 



X 1 T J c abc 

I0lgelig ^ =9 _- a; = 



b c^ --b^ 

3. Da Femkantens Centrivinkel er 72", maa de to Diagonaler 
ved A danne en Yinkel paa 36^ samt i ForMndelse med Siden. 
CD = s en ligebenet Trekant, der er Centraltrekant i en regel-- 
maessig Tikant med storste Eadius d, Altsaa er 

\/5-l , 
s » — ^ — a. 

Kaldes A ACD for i^ saa er Trekantemes samlede Areal: 
T =« 3#. femkantens Areal er F ^^i '\- 2ABC^ og man bar 

ABC ^ s ^ Vl — 1 
t d 2 

F^lgelig F==^t Vb, Det S0gte Forhold er altsaa 

T 3 ' 



4de Kla8868 Hovedexamen og aim. ForberedelsesexaineB. 

Marta 1885. 

Arithmetik. 
1. 7500 Kroner, som ere anbragte i en Forretning, trsekkes. 
ud deiaf efter 10 Aars F(Hrl0b og medbringe da et Udbytte af 
80B0 Kroner, Hvor mange pro Cent maatte Kapitalen 7600 Kr., 
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have givet i aarlig Bente i de 10 Aar for med Bente og Bentes 
Rente at stige til det 8080 Er. st0iTe Bel^b? 
•2. Find a; og ^ af Ljgningeme 

a{x — y) + 6 (ic + y) «=■ 4a6. 

3. Find x af Ligningen 

9^1 . 243^^ =. 1 
og pi0y Opl0smngen8 Eigtighed. 

OpL 1. 7500(1 + r)*® = 7500 + 8080 — 15580. Prooenten er da 

10 

lOOr - 100 (y^-l)- 7,68. 

2. Opl0ste med Hensyn til x -\-y og x — y give Ldgningeme 

x + y^2a\ (x'^a + b 

-, ^ altsaa { , 

3. (x + 1) log 9 -\-Vx log 243 =* 0. Division med log 3 giver 

2x + 5Vx + 2^0] Vx^i'^^ 

Pr0ve 9* . 243""* =- 3* . 3""* « 1 

9^.243-2 «. 310. 3-10^1, 



GeometrL 

1. En Trekants Perimeter skal vaere lig en given afisiat ret 
Linie, og dens Sider a, ft, c skuUe vsere saadanne, at 

a b c 

T ~ ij " ^- 

Konstruer Trekanten. 

2. Fra et Punkt udenfor en Cirkel er der trukket to 
Linier, af hvilke den f0rste skjasrer Cirklen i^t i A, demist i 

'<7, den anden £znrst i J? og derpaa i D. Naar nn OA -«> 6', 
OB — 6', OD «= 10', hvor stor er da OC^ og hvor stort er For- 
holdet imeUem A AOB og A COD? 
Vis endelig, at A AOB 00 A COD, 

3. To Cirkler med Badier 22 og r have hver sin Sdktor; den 
•*f0rste med Buens Lsangde lig £, Oradeantallet N, den anden med 
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BuelsBiigde i, Qradeantal n. Naar Sektoreme skulle vaBre lige store 

B N 
i Areal, hvorledes bestemmes da -v- og — ved 22 og r, og hvilke 

on o^ 7 o 

Udtiyk i Ord betegne disse Resultater? 

Ex. Af — =- 4, & =- 12', n — 64^ findes B og N. 

Opl. 1. Lmien deles i Forholdet 1 : 1^ : \/5 « 4 : 5 : V8.10; 
de fandne Stykker ere Trekautens Sider. 

2. Af OA . OC « OB . OD feas OC = 12', ^qq^ — 
5.6 1 



10.12 4' 

Trekanteme have en Vinkel lige stor og de indesluttende 
Sider proportionale, altsaa ere de ligedannede. 

•disse ere lige store, bar man 

^ r^ B ^ 
n ^ B^' b ^ B' 

altsaa GfradantaUene omvendt proportionale med Badiemes Kvadrater, 

BueldBngdeme omvendt proportionale med Radieme. 

I Exemplet ei — = ^, N ^ 4P, ^=^ ^, B ^3\ 

^ n 16 6 4 



Aim. Forberedelsesexamen. Marts 1885. 

Praktisk Regning.. 

1. 3 Kj0bm88nd kj0be hver sin Kasse Appelsiner med Omkost- 
ninger 12^ pro Cent af lnd^'0bsprisen. 

A. saelger sine for 12 0re Stykket og tjener 20 pCt. Hvor 
mange var der i Eassen, naar denne bar kostet 48 Francs, og 
1 Franc « 76 0re =- 100 Centimer? 

B.'s Easse indeboldt 378 Appelsiner, ban bar solgt dem for 
12 0re Stykket og Ijent 20 pro Cent. Hvad bar bans Easses 
Indkjobspris vaeret i Francs og Centimer? 

C. bar sorteret de 432 Appelsiner. i sin Easse saaledes, at 
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han har solgt en Fjerdedel til 10 0re Stykket, Halvdelen til 12 0m* 
og Resten til 16 0re. Iiidkj0bsprisen for Kassen var 60 Francs 
40 Centimer; hvor mange pro Cent har han tjent? 

2. Naar Jordens -Ekvator er 5,400 Mile lang, Jordens Orer- 

flade 4 Qange saa stor som Arealet af den Cirkel, ^kvator be- 

greenser, de to kolde Belter udg30re 0,0826, de to tempererede 

0,6195 af Jordens Overflade, og det varme Belte Resten, hvor 

mange Kvadratmil maa da hvert af de 6 Belter, hvori Jorden er 

delt, optage? 

(Eegnes med Logahthmer). 

9 
OpL A. har udgivet 48 . — Francs i Indkj0bspris og Omkost— 

9 3 
ninger. Dette Bel0b ©^ 48 . — . -^ Kroner, som med de ^enta 

9 3 6 
20 pro Cent bliver 48 . - . — . — . 100 0re. Altsaa indeholdt 

8 4 5 



Eassen 



48 9 3 6 ,^^ ._ . ,. 
Tn ' -Q^ ' "T - -¥' * ^^^ °" 4^^ Appelsiner. 



B. har faaet 378 , 12 0re for sin Frugt, hvilket i Francs er- 

378 4 

r^r^ . 12 . — , hvorved 20 pro Cent er Fortjeneste, altsaa bUver 

100 o 

ouQ ■ A. R 

zr^r^ . 12 . -^ . -^ Udgiften til Indkj0b og Omkostninger. Da disse- 
lUO S D 

udgj0re 12^ pro Cent, maa 

vaere Indkj0b8prisen. 

C har faaet for sine Varer 

(108 . 10 + 216 . 12 + 108 . 16) y . j^ « 72 Francs 

9 

og har udgivet til Indkj0b og Omkostninger 50,40 . -^ = 66,70* 

o 

Francs. Forskjellen 15,30 Francs er Fortjeneste. Han har altsaa Ijentr. 

100 . 15,30 



72 



21{ pro Cent. 



61 

2. Det varme Belte udgjor 1 — 0,0826 — 0,5195 -= 0,3979 
:af hele Jorden. Man vil da, idet Jordens kolde Belter tUsammen 
betegnes med Xc, de tempererede ved t og det yanne ved i;, have 

k t__ _ V 4 . 2700^ 

0,0826 "" 0,6195 0,3979 ^ n . 1,0000' 

&lgelig A: — 4 . 2700« . 0,0826 : tt logk^ 6,88461 

t = A:. 2700 « . 0,5195 : TT log t =» 6,68322 

V — 4 . 27002 . 0,3979 :n logv^ 6,56740. 

J)eraf fisias 

.1c= 766700 Kvadratiml,hvertafde kolde Belter 383350 Kvadratmil 

<— 4821900 — — - - tempererede 2410950 — 

-t; — 3693200 — — - - det varme 3693200 — 



Skolelsrerexamen. Maj 1885. 

Regneopgave Nr. 1. (3 Timer). A. forskriver fra Norge 
-et Parti Is, som ved Indladningen vejer 193347 Pd. Isen, hvis 
VfiBgtfylde == 0,896, leveres i tsBmingformede Blokke, hver med 
•en Kant paa 22 J Tomme; den betales efter Yaegt, hvorved Prisen 
paa hver Blok bliver 2 Er. 17 0re, dog saaledes, at Betalingen 
for den Del af Isen, som muligvis smelter paa Vejen hertil, skal 
nedssettes med |. Yed Modtagelsen her udreder A baade Ind- 
kj0bspris og Fragt, der tilsammen vilde have udgjort 1354 Kr. 
8 0re, hvis intet af Isen var smeltet, men nu udgj0r en saadan 
Sum, at A har den Is, der er tilbage ved Udlosningen, til en Pris 
af I 0re pr. Pd. Der sp0rges: 

L Af hvor mange Blokke bestod Ladningen? 
n. Hvor stor var Fragten? 
m. Hvor mange Pd. Is var der ved Udlosningen? 

1 Eubikfod Vands Yaegt saettes = 62 Pd. 

Besvarelseme maa ved denne og de f0lgende Opgaver gives 
:«aa udfolig, at Eremgangsmaaden fydelig ses. 

8 1 896 6869^, ^ ^ ., ^. , 

•i2«'^^-ioo6 = T6^^^-=^^*^'^*^^^^^^- 



op. (¥) 
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193347 . 16 _^^ ^- , , ^ 
— gg^-j 528 Blokke (I). 

628 . 217 0re - 1145,76 Kr., 
1364,08 — 1145,76 — 208,32 Kr. =- Fragten (II). 

^^«*^^-^-^-3--(^^^^*^-^)-|' 
a: -= 52731 Pd. (Svind); 193347 — 52731 « 140616 Pd. Is (HI). 

Begneopgaye Nr. 2. (2 Timer). Der S0ges Arealet af eik 
Krkatit abctl, hvori Yinkel 6 « 60^ Vinkel d — 90<>; Sideme abr 
og 6c ere hver « (\/348S58)* Fod; od — cd. 

Firkanteii skal ved en Linie, parallel med Diagonalen oc, deles. 
i 2 lige store Dele; i hvilken A&tand fra ac skal denne Lini& 
drages? 

Paa Besvarelsen angives, hvilken Logarithmetavle Examinanden 
bar benyttet 

Opl. I. log ab ^ I. log 348,458 = f . 2,54216 « 1,62629;. 
ab « 33,6192. 

H— V^}. 33,6192* ] logH^\ (log 0,75 + 2 log 33,6192) 

« \ (3,06068 + 0,87606 — 1) — i . 2,92564 =- 1,46282 ; E — 29,028-. 

y^/^abc^ ^^^^^^\ 29,028 . ^^^ ^ _ ;^ g^gg^ ^ 14^282 

— 0,30103 — 2,68708. 
A abC'- 486,5 Q Fod- 

{ad — a); 2a!« -= 33,6192» ; A adc — { «» '-f p. 

logp = 2 . 1,52629 — 0,60206 = 2,44862; j? = 280,88 Q Fod^ 
Hele* Arealet = 486,6 + 280,88 — 767,38 Q Fod. 

n. 767,38 : 2 = 383,69 « ^; A — V383,69 . VS: 

logh^^ (2,58398 + 0,23866) =- 1,41127; h = 25,7794; 
H — h^ 29,028 — 26,7794 « 3,2486. 

Regneopgave Nr. 3. (2 Timer). Af 3 Arbejdere, A, B og^ 
C) udft(rer i samme Tid B ^ mere end A, C ^ mindre end B. 

I. Hvor Isenge skulle alle 3 i Forening vaare om et Arbejde, 
som C alene kan udf^re i 16| Dag? 
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n. Faa et andet Arbejde, som A og B tUsammen kiinde have 
udfj0frt i 10^^ Dag, arbejder f0rst A og C i 5 Dage, derpaa B og 
C i 4^ Dag; hvor laenge skal A alene Yssre om at foldf^re Besten? 

m Et tredie Arbejde udf0res saaledes, at B arbejder dobbelt 
saa Isenge Bom C, og A 1| Dag mere end B. Hvor Isange arbejder 
brer, naar alle 3 i Forening kunde have udGefrt Arbejdet i 17{ Dag? 

Forholdet mellem Arbejdsdygtigheden » 1 : { : f . | ■» 15 : 18: 16«. 

I. C udfwer dagUg ^ - 1 af Arb.; A 1 . 1| - A,. 

1 22 22 15 2 

ILAogBudf0redaglig:^-^;heraf A 225-33-45? 

99 1A a. 9 1A 



22 18 4 2 16 32 
225 33 ""75' 45 16 675' 






A udfcfrer i 5 Dage 5 . 


2 
'46 


2 

9 


B - -4i - 1 


4 
76 


6 
"■ 25 


19 


32 


304 



_ .9i - -5--;^- 



2 675 675 



675 675' 675 45 ^!« ^'*- 

1 7 

m. Alle udfiare daglig 171 "" fon ^ ^^-j 

nerai a ^^^ • ^^ — ^^, a ^^^ • ^^ ^^, u ^^^ • ^^ ^^^. 

C arb. X Dage. 

«— 10; altsaa C 10 D., B 20 D., A 21i D. 
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OPGAVER TIL L0SNING. 



620. Paa en Eugle er givet en vilkaailig Cirkel og 1 den ear 
vilkaarlig sfaerisk Centervinke^l. — Konstruer Toppunkteme af de 
to s&eriBke Periferivinkler paa samme Bue som Centervmklen, som 
•ere lig med Halvparten af denne. 

(Thue). 

521. Man skal bestemme Koefficienterne c saaledes, at fyl^ 
.gende Lighed finder Sted for alle positive x: 



V = 00 V t=3 GO Q 

2 e-^"^ — 2 



r = V = e^'^ — 1 

(J. L. W. V. Jensen). 



OPGAVER TIL BRUG VED UNDERVISNINGEN. 

(44 AF SCHJEI/LEBtJP, 45— 46 EFTBE MaTHESIS T. V). 



44. I en FirkaUt indskreven i en Cirkel faeldes fra Diago- 
nalemes SkjseringQpunkt vinkelrette paa Sideme. De fire Fod- 
punkter danne da Vinkelspidseme i en ny Firkant som kan om- 
skrives om en Cirkel med Centrum i 0, 

Bevis dette. 

46. I en Tetvinklet Trekant vsere A en af de spidse Yinkler 
•og y Vinklen mellem denues Halveringslinie og Medianen til A. 
Bevis at tg ^ =^ tg^ ^ A, 

45. En Sekant skjaerer Sideme AB og AC i Trekanten ABC 
i Punkteme B* og C' og den ©mskrevne Cirkel i Af og iVi Bevis 
at Cirkleme MBB* og MCC* r0re hinanden i M. 

. Opl. Man s0ger Vinklerne mellem MN og Tangenteme i M. 
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OM POTENSER AF UENDELIGE OG ENDELIGE RJIKKER 
OG OM RJIKKER FOR OMVENDTE FUNKTIONER. 

(ap F. Buchwaldt). 



Indledning. 

§ 1. Det kommer i Praxis ofte for, at man skal danne en 
Raekke, der er en Potens af en given Raekke. Er P^tensexponenten 
et positirt hek Tal, saa kan Begningen udf0res ved snkceseive 
Mnltiplikationer; men, naar man ikke kan n0jes med nogle ganske 
faa Led af Esekker, og Potensexponenten ikke er meget lille, bliver 
Udf0relsen hjarjst besvaerlig og let udsat for Fejltagelser. Er Potens- 
exponenten ikke noget positivt belt Tal, saa vil man nsermest vsere 
henvist til at danne Koefficienteme . i den nye Esekke ved Hjaelp 
af Differentialkoefficienteme af den givne Esekkes Potenser; men 
ogsaa denne Fremgangsmaade vil i Region snart bMve meget vidt- 
l0ffcig. Polynomialformlen (se Ramus' Algebra og llXinktionslsere S. 85) 
lader sig, naar ikke Potensexponenten er meget lille og positiv hel, 
neppe anvende i Praxis, saalsenge man ikke ved andet om Dannelsen 
af Eombinationeme af Potensexponenteme Hp ng, . . . ^^ til 
P\j Pij ' ' ' Pi i det almindelige Led af Raekkeudviklingen for 

iPi +i^2 + • • 'PtT ®^^? ft* ^ftft'^ w er positiv hel, w, -f- w^ + . . . 
-f n^ =« w, og at AntaUet af Led eller af Kombinationer er »saa 
stort som det Antal Maader, hvorpaa n kan opl0ses i hele positive 
Addender, medregnet, idet der tages Hensyn til Forskjelligheden 
af Addendemes Orden«. 

Det Agendo gaaer ud paa at finde en praktisk L0sning af 
Problemet og at paavise nogle af dens Anvendelser. 

Af saarlige Betegnelser vil der, foruden nogle, som f0rst 
senere knnne omtales, bUve anvendt felgende: 

Et lille gothisk Bogstav (a, b, . .) vil blive brngt som 
Betegnelse for et positivt belt Tal eller 0. 

V. Rroiko. 8. Aargang. 5 
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Fremdeles saettes 

[a] = a(a— l)(a — 2)....2.1, 

[0]-l, \ (1) 

{a} — a (a — 1) (a — 2) — (— oo), 

altsaa er , ' — a (a — 1) {a — 9 + 1) 

{a — 9} 

og, naar (o — «) > 0, 

Er derunod (a — *) ^ — 1, saa, bliver 

, ^"^ . — a (o — 1) . . . 1 . . (— 1) . . . (0 — « + 1) — 0. 
Endnu mserkes, at 

{_a_e} ^ '^ [•»-!]• 



(1)' 



I. Potenser af BsBkker. 

§ 2. Skal man af 

hvor J? > 0, finde ly**, saa saettes f0r8t 

J^ — a?, — «« a^ og y — 2 a^icS 

mn 
som giver gy** = c'^x P . y**. 

Man skal da bestemme Eoeffidenten A^ for det almindelige Led i 

Eaekkeudviklingen 

(r=t \n r==QO .. ^ 

2 a,xn =^ 2 4 a^', (2) 

r=»o / r=«0 

hvori Uq «- 1, og -4.^") =» 1, samt naar n »— n, o: i)ositiv hel, 

-^nt+1 *~ ^nt+2 — ... — ". 

Der maa skjelnes mellem de 2 Hovedtilfaelde: t uendelig eller 

> r og t endelig, og for hvert af disse Hovedtilfaelde atter mellem 

n positiv hel — n, og n ikke positiv hel. 
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I. A. Potenser af nendelige Raskker (t nendellg eller > t). 

§ 3. Naar t •» oo eller > r, maa Bsekken for y forudssBttes 
konvergent 

a. Potensexppnenten n ikke positiv hei. 

§ 4. If0lge Binomi&lformlea og Formlenie (1) er 

{a + xb)'' = {n\ 2 x^ la r5i + ----' 

idet de udeladte Led ere af (t + l)'te og hjagere Grad med Hensyh 
til X, Heraf faas ved at ssette 

2 a^xf — tto + ^^i; ^1 ="0^1 +^»; 

( 2 a,a:« ) - {«} ^2 a.«.f^^ + ... 
\«=0 / «i— |« — 8iJ L'lJ 

_I L. a. T rE*r — H = — 4- 

[«r-J «r=0 [«r-l-»r] W^"' 

hvoraf det, idet Uq — 1, fremgaar, at, naar ^i + ^2 + • • • *r "^ ^? 

vil Koeffidenten 4**^ tU x^ komme tU at bestaa af en Sum af 

Led af Formen 

9x 1 — *r ^r 

idet der ved den til&jede Lidexbetegnelse (i) er antydet, at (n, r)| 
er det af disse Led, som dannes af den i'te Kombination (>Satsc) 
af de r St0rrelser 9. Da Potensexponenteme til ai, a2j»"(lx^i 
skuUe Ysere 2^ 0, faar man til Bestemmelsen af disse Eombina- 
tioner Betingelseme : 

r > «, > «2 > «3 > > 9^_i > «^ [ 

Ethvert System af Vaerdier for de t 8t0rrelser 

^1)02) ••• ^p ^^^ tilfredsstille Betingelseme (4), ville 

5* 
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vi kalde en »Sats«. Antallet af saadanne Satser, hver 
isaer bestaaende af r vSatselementerc: d,, d„ . . . ^^ maa 
vsere en Function af r alene og betegnes ved .r. Man bar da 

4"^= 2~{n,x\. (6) 

Dannelsen af de r Satser, som tilfredsstille Betingelseme (4), 
sker nu med den 8t0r8te Lethed og Sikkerhed ved Hjselp af disse 
Betingelser, idet man begynder med at give det forste Element 
«, sin st0rste Vserdi r, hvortil 8var6r Sj =• ^a = • • • '^ ^r '^ ^• 
Demsest ssettes S, — (r — 1), hvortil svarer 9 2 "* 1j ^S ^3 — 84 — = 
. . . = ^P = 0. For enhver af de folgende Yaerdier (r — 2), (v — 3), ... 2, 1 
af 8, gives 6j, ^3, . . . . f0rst de st0rste, demaest efterhaanden 
de mindre Yordier, som tilfredsstiUe Betingelsen, at Summon af 
Elementerne 9 skal vsere = 0, og at ethvert Element ikke maa 
vsere storre end det neermest foregaaende. Til 3, == 1 maa som 

sidste, r'te, Sats svare ^2="^3=*--- = ^r^^- ^ *^^® ^^ ^^^" 
gaaende Satser vil 9^ vaere = 0. Enhver af Satseme: ^j, ^2, . . . «^. 
kan taenkes fortsat i det uendelige, eUer saa langt man vil, med 
^y I I = 0, 3y I 2 =—0, da dette ikke ud0ver nogen Indflydelse 
hverken i (3) eller (4). 

Naar r = 0, feas da kun 1 Sats, der, endskj0nt 5,. =» 3q ikke 
existerer, dog kan betegnes ved «j=§2=^^3 = --- = 0, som 
giver ^Q =» (w, 0) = 1. Altsaa er -= I. Ligeledes er 1 7- 1. 
idet r == 1 kun giver den ene Sats 5, = 3^ == 1, eUer: 5, = 1, 
^2 = 0, »3 *=» 0, . . . . 

Da Satseme ikke forandres, og deres Antal r altsaa heUer ikke 
forandres, naar Elementemes Antal for0ges med ^^+1' ^r4-2» • • • o 
idet Vfierdien af disse sidste Elementer maa vaere = 0, angiver 
derfor det over Funktionstegnet _ anf0rte Tal r ikke 
Elementernes Antal, men deres Sum. Betingelseme (4), 
der tilfredsstilles ved de r Satser, kunde ogsaa mere almindelig 
skrives saaledes: 

^1 -f «2 + • • • + «r + ^-f 1 -^- • • • + ^x+p =* ^ . .^,. 

'-• ^ «i 2^ «2 ^ • • • ^ «r = *r+l ='" = ^x+p 
idet p er vilkaarlig. 
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Naar Satseme ere dannede, faas af dem de tilsTarende r Eoin- 
binationer at de t Potensexponenter («, — «,), (dj — Sg), . • . (*r_] — ^r) 

^ (^r "~"^r-f l) ^ ^r ^^ ^n «2? • • • ^r— i ^S «f 

I denne Tabel (se S. 70) vilde som foran anf0rt alle de tomme 
Pladser kunne udfyldes med Nuller, altsaa Ted for ethvert t til 
enhver af Satseme at feje: ^^+1 "* ^r+2 "^ ^r+3 ="••. — 0. 

§ 5. Satsernes Antal. Yed Dannelsen af omstaaende 
Tavle, der med Letbed fortsaettes, saa langt som der nogensinde i 
Praxis kan blive Tale om at faa Brug for den, er man meget vel 
garderet imod Fejltagelser ved den enkelte Sats, da enhver Sats, 
der opfylder den Betingelse, at ethvert Element fl ikke er stiarre 
end det nsermest foregaaende, og at Summen af Elementeme er 
— r, vil veere rigtig. Ligeledes skal ved den af enhver Sats 
dannede Kombination af Potensexponenter disses Sum vsere »— d,. 

En Gjentagelse af den samme Sats er ved Hdt Agtpaagivenhed, 
og naar man f0lger den foran antydede Plan i Dannelsen af Tabellen, 
heller ikke let tsenkelig. Derimod ere Fejltagelser mnlige derved, 
at man overspringer en eUer flere Satser, og imod saadanne Fejl- 
tagelser kan man kun sikre sig ved for enhver af de Vserdier af 
T, der skuUe anvendes, at kjende Antallet r af de Satser, som til- 
fredsstiUe Betingelseme (4). 

For at flnde dette Antal bliver det n0dvehdigt at indfjarre en 
ny Betegnelse. For enhver Vserdi af r Mde Satseme i r Gmpper, 
hver isser bestaaende af de Satser, som erholdes for en af Yser- 
dieme r, (r — 1), . . . 2, 1 af det fjenrste Element «,. Yed r = 6 
indeholder saaledes den Qruppe, i hvilken «, — 3, 3 Satser, den 
Gruppe, i hvilken «j =*= 4, 2 Satser; de 3 »sid8te« Grupper, i hvilke 
«i har Yaerdieme 3, 2 og 1, indeholde 3 + 3 + 1 ==* 7 Satser; 
de 6 »sidste« Grupper, o: samtlige Grupper for r = 6, indeholde 
11 Satser. Idet vi altsaa ved den »sid8te« Gruppe forstaa 
den, for hvilken «, — 1, ved den »f0rste« Gruppe den, 
for hvilken «, — t, ville vi ved r betegne det Antal af 

Satser, som indeholdes i de ^ sidste Grupper, eller — 
hvad der er det samme — det Antal af Satser, som er- 
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Tabel over Satser og Potenseicponenter, 

for r — 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, . . . 



X 


«i 


«9 


«. 


«* 


u 


«• 


«7 


•••••••' 






PotensfflmnnAntATi til 1 




■ ■ ■ X - 


1 


«1 


a. 


^8 


a* 


«6 


^6 


aj 






1 

2 
3 

4 
5 

6 
7 


































1 1 


1 1 1 


2 

1 




1 














2 




1 














8 
2 

1 




1 
1 
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8 

1 






1 






1 












4 
8 
2 
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1 

2 

1 
1 






1 

1 







1 










4 
2 


1 






1 

2 








1 









1 










5 

4 

1 

2 
2 

1 




1 

« 

2 

1 
2 
1 

1 






1 

1 
1 
1 








1 
1 









1 








5 
3 

1 

2 


1 



6 

4 
2 
3 

1 
2 


1 




1 
2 

1 








1 
1 











1 











1 






^ 


6 
5 
4 
4 
8 
3 
3 
2 
2 

1 




1 
2 
1 
3 
2 
1 
2 
2 
1 
1 






1 



1 

1 

2 

1 
1 
1 









1 



1 
1 
1 












1 
1 













1 








1 
2 

3 
1 


1 








1 



1 


2 












1 



1 















1 















1 






7 
6 
5 
5 
4 
4 
4 
3 
3 
3 
3 
2 
2 
2 
1 



1 
2 
1 
3 
2 
1 
8 
2 
2 
1 
2 
2 
1 
1 






1 



1 
1 

1 

2 
1 

1 
2 

1 
1 
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1 
1 

1 


















1 
1 
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7 
5 
3 
4 
1 
2 
3 

1 
1 
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1 
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2 

3 

1 

2 

1 



1 









1 



1 



1 

2 




1 













1 




1 



1 

















1 



1 


















e 
1 












a 








1 
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holdes ved, at det f0rste Element «, 1(4)', gjenneml0ber 

alle Vaerdierne f ra « nedefter, nemlig «, («— 1), (9 — 2), ... 2, 1. 

Heraf &lger da, at 

r — r. 

Enhver Vserdi af «,, som er > r, eller < 1, kan if0lge (4)' 
ikke give nogen Sats. Derfor er 















og 




r 

— 


1^^ t ^^3 l ^ SSB , , , ■■■ 


t -0, I 


ligesom 
Dog er 

ligesom 


ogsaa 




1 — 2 — ...— 

— =0 — 1, 

-p -0 - 

1 - 1 - i; 


— r 

1 


-0. 

> 


og 






r — 1. 

—1 


« 





(6) 



(7) 



If0lge Definitionen paa r vil r — r vaere det Antal ,af 

Satser, som indeholdes i den d'te Gruppe fira neden, for hvilken 
di »» 9. Dette Antal maa aabenbart ysere lig det Antal af Satser, 
som de andre Mementer 9 2, ^3, ... dp hvis Antal (r — 1) ikke 
kan Ysere mindre end deres Sum (r — 9), kunne danne, altsaa, 
naar S'j ®^ ^®^ st0rste Vserdi af S^, vsere = t — 9 . I disse 

Satser kan «2> d®^ JO i&lge (4)' er < «,, ikke have nogen st0rre 
YaBidi end 9, ligesom 9 2 heller ikke kan have nogen sl^rre Yserdi 
end (r — 9). Satsemes Antal vil derfor v»re t — 9 , naar 9 er 

< (r — «), og r — 9 — r — «, naar « er > (r — 8); men i 

r— « 

det sidste TilfaBlde vil, if0lge den f0r8te (6), r — 9 vaere «=» r — « , 

saa at man altid har 

r — r + x — 9 (8) 

"■« ""8—1 8 

som Fundamentalligning for Fonktionen r og denned ogsaa 

■"8 

for Funktionen r — r =» r. 

Fundamentalligningen (8) er i Forbindelse med den 2den og 
den Iste (6), hvilken sidste er bleven benyttet tQ Dannelsen af 



72 



(8), foldfitsBiidig tilstrsdkkelig til Bestemmelsen af r og t. Den 

sidste Relation (6) saavelsom (7) vil derfor ogsaa kunne udledes 
af (8) i Forbindelse med de 2 f0r8te (6), og det er kun for Over- 
sigtens Skyld, og fordi de tildels maa siges at vsere umiddelbart 
indlysende, at de ere op&rte samlede forad for (8). Sssttes saa- 
ledes i (8) « — (c -[- p -[- 1), feas den sidste (6). Saettes derpaa i 
(8) r — og « > 1, faas d«i Iste (7). Ssettes derefter i (8) 

r— 1 og 8 = 24- P» ^*as den 
2den (7). SsBttes endelig i 
(8) « =» 1 , faas r — r — 1 

— r— 2 =«... 











r = 










r 





r— « 


r— « 




— »— 1 . '-■■' a 











1 


1=_0 


1 


1 





1 


1=2 


2 


1 


1 


1 


r 




2 





1 


2«_2 


3 


1 


2 


1 


1 




2 


1 


1 


2 




3 





1 


3 — 3 


4 


1 


3 


1 


1 




2 


2 


2 


3 




3 


I 


1 


4 




4 





1 


5=«4 


5 


1 


4 


1 


1 




2 


3 


2 


3 




3 


2 


2 


5 




4 


1 


1 


6 




5 





1 


7=_5 


6 


1 


5 


1 


1 




2 


4 


3 


4 




3 


3 


3 


7 




4 


2 


2 


9 




5 


1 


1 


10 




6 





1 


11=_6 


7 


1 


6 


1 


1 




2 


5 


8 


4 




3 


4 


4 


8 




4 


3 


3 


11 




5 


2 


2 


13 




6 


1 


1 


14 




7 





1 


15 = 7 




MMBH 






■" 



=0 
""I 



I 

1, 



som er den 3die Relation (7). 

Yed i (8) at saette efter- 

haanden r —» 1, 2, 3, . . . og ved 

for liver af disse Yaerdier af r 

at saette d »» 1, 2, 3, . . . r dan- 

ner man nu let en Tavle 

over Yaerdierne af r og 

r _ r. "* 

■"r "■ 

Denne Tavle kan med 

Lethed fortssettes saa langt, 

som Anvendelseme krseve det. 

Den giver altsaa ikke blot det 

til enhver Vaerdi af r svarende 

hele Antal r af Satser, men 

ogsaa Antallet (r — r ) —» 

r — g af Satser i den Gruppe, 

for hvilken det f^rste Element 

igj er — «. Vil man f. Ex. 

vide, hvor mange Satser der 

for r "" 7 findes i den 4de 

Gruppe fra neden (den, for hvilken d, »» 4), da kan dette Antal 

enten erholdes af den sidste Kolonne ved 7 — 7 — 11 — 8 — 3, 

"4 ""s 
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eller udtages umiddelbart af den naestsidste Eolonne som 7 — 4 

4 

"» 3 *- 3, som, sammenholdt med Tabellen over Satseme og 

Fotensexponenteme, viser, at der 1 denne Gruppe af Tavlen findes 
det rigtige Antal af Satser. 

I hvor vel denne Fremgangsmaade til Beregningen af f og r 

er sserdeles simpel og for Anvendelseme faldstaendig tilstrsekkelig, 
saa kan det dog have sin Interesse at udlede Formler, der selv 
for store Vserdier af r, st0rre end dem, der i Praxis vil blive Brug 
for, hurtig &re til Bestemmelsen af saavel t som issBr r. 

Der skal da feirst udvikles Formler, ved hvilke r udtrykkes 
ved St0rrel8er af Formen p, idet p ^ r, demasst, idet der for p 

""2 

og p vil kunne iBndes meget simple Udtryk, Formler, ved hvilke t 

■"3 ""8 

udtrykkes ved St0rrelser af Formen p og p , i hvilke ligeledes 

""« ""2 
J) < r. Fra disse Formler vil demsest Overgangen blive gjort til 

Beregningen af r ved Hjaelp af r — 1, r — 2, .... Det vil for 

Forstaaelsen af disse Formler vsere njsdvendigt, at Formleme (7) 

saa vel som isser den Iste og 3die Formel (6) haves i Erindring. 

Af FundamentaUigningen (8) fiaas, ved efterhaanden at forandre 

« til (« + 1), (8 + 2), . . . (« + q) 

r — r — r •— g — 1 
"« "■«+! «+l 

r =r — r — d — 2 



r =- r — r — 9 — 1 — q , 

"«+q "«+l+q e+l+q 

hvori den sidste Lignihg for (8 -f 1 -J- q) «» t antager Formen: 

r =:r — 0«r — 1. 

Addition af Ligningeme giver derfor 

q=r--«— 1 p-=r— «— 1 

r «r— 2 r — g — 1 — q =r— 2 p . (9) 

"« — q=o «+l+q ^ P'^^ "^—P 

Heri vil p vsere =• p , naar (r — <>) ^ <)j P ^ -q-j 

-r— p "" — — ^ 

(r — « — 1) < y, « > ^ _ 1^ altsaa &as 
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r — r — 2 



£, for9>(^-l), 



(9)' 



eller r — r — 2 P, for q < I — + 1 1, 
— r— q "■ p— "" — ^ ^ ^ 

eller r > 2 (q — 1). 

Af den sidste (9)' erholdes saaledes ved Hj»lp af de givne 
St0rrelser — 1, 1 =- 1, 2 == 2, 3 =* 3, . . . Fonnleme: 

r — r — 1, for r > 0, 
"r— 1 ■" — 

r = r — 2,.— r > 2, 

"r— 2 " — 

r -,r — 4, — r>4, 
■"r—S "- — 

r — r— 7, — r > 6. 



Naar ^ <1 1 "s" — 1 /» ^^ ®^ gjentagen Anvendelse af Formlen 

(9) JBnde Sted ferst for det af Leddeno under ^-Tegnet i (9), for 
hvilket p ■*• (r — 9 — 1), demsest om nodvendigt for det Led, for 
hvilket p = (r — « — 2) o. s. v. 

Ved store Yserdier af r og forholdsvis meget smaa Vaerdier af 
9 vil det dog kiinne blive fordelagtigere at udtrykke r ved St0r- 

reiser af Formen p , idet p ^ r. En fortsat Eeduktion med 

Hensyn til « vil da f0re til Formen p eller p , for. hvilke der 

findes et simpelt Udtryk. 

Af Fundamentalligningen (8) faas 



r- 


r 
— « 

6 


• 


r 
r - 


+ 
-1 

— 8— : 


r — « 
l . — 


'29 

9 


• 
r — 


• ■ • 

-q8- 
8 


• 


• • 
r — 


• • 

-q« 


• • • • 

+ t- 
1 "^ 


• • 

-(q + i)8, 

8 



hvilke Ligninger, ved at forts»ttes, indtil r < (q -|- 1) «, eller 

q > I — 11, ved Addition give: 

r -= J r — qg — r + r— 9 + r— 2g +...,(10) 
— « q=0 «— 1 "«—! """"8—1 «— 1 

i hvilken Formel den hegere Qraense ikke er tilfjarjet, fordi den er 
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uii0dvendig, idet Rsekken fortssBttes, indtil Leddene for- 
svinde derved, at (c — q«) bliver negativ. 
Af (10) fasB nu en simpel Formel for r , idet 

og 2p + l — 2 2y 4- 1 — 2q — J) + 1, altsaa 

2p + l - 2p « p + 1. (11) 

2 ""2 

Ogsaa for r vil der af (10) i Forbindelse med (11) kuime findes 
■"3 

et simpelt Udtiyk, idet man finder, resp. for r lige eller ulige: 

+ 1 «4- 1 

£^=5-Xi(r+l_3q) + ^(r-l-3«), 



og 



8 



l±i (t 4- 2 - 3q) + ^^ (r - 2-3«), 



i hvilke Formler 



og 



q er nsermest < 4, 

= 6 

8 - _ < " 



(12) 



= 6 

Formler for r , r , . . ., udledte af (10), vilde blive meget kom- 
""4 ""5 
plicerede; men ved givne numeriske Vaerdier aft og ^ kan r altid 

bestemmes ved gjentagen Anvendelse af (10). Naar ^ ^ I -tj 1 1, 

anvendes dog bedst Formel (9)', for saa vidt r, og r — 1 — g , r — 2 — «, .... 
ere bekjendte. 

Yi gaa derefter over til Fremstillingen af en Formel, der i 
Forbindelse med (9), (10), (11) og (12) kan anvendes til en hurtig 
Beregning af r. 

Fmidamentalligningen (8) giver 

r — t + r — g 
"« "8—1 9, 

r = r + r — « + l 



■«— 1 ""«— 2 



'«— 1 



r + r— g+p 
""«— p— 1 



■«-p ""«— p— 1 «— p 

hvilke Ligninger, ved at fortssettes, indtil (8 — p — 1) =» 0, ved 

Addition give: 
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jj=«— 1 q— «— 1 

2 r— «4-o — 2 r — 1 — q 



"~« 


»)-0 • 


8- 

j)=8— a 


-P 


q-0 


1+q 

— 1+ 2 t- 
p-0 - 


-2- 


—H-P 


r + 1 


= 1 + 


J r- 


-1- 


■P 













p-0 




-z+p 


j,=«— 3 












~" 


l+t_ 


1 + 5 r 

2 ^»=0 ■' 


•2- 


-P 

— s+o 



(13) 



|)=«— 3 
t — 1 -f r — g + ^ r— 2 — p 
""« ^« ^)=0 2+p 

Subtraheres den sidste Ligning fra den nadstsidste, faas, i&lge 
Formlen: r — r =— r — g , 

p^9S 
r-f 1 — r ==» r— 1 — r— £ + 2 r — 5--2t) , 
g ^« 2 — ^« |)=0 3+^) 

som for 8 =« r giver, if0lge den Iste (9)' : 

r+1 — r ^ r + 1 — r — 1 

^ ^)=r— 3 

^ r— 1 — 1 + 2 t — 5 — 2p 

2 p^o 3+p j 

Indf0re8 nu den forkortede Betegnelse: 

r + 1 — r = A r, 
haves altsaa: 

Ar^ r — 1 + 2 r — 5 — 2p ' 
"" 2 ^=0 S+p 

^)-=r— 1 
Ar + 2 — r + 1 + 2 r — 3 — 2^) 
» |>=0 3+p 

|)-=r— 2 
=-r+l + r — 3 + 2 r — 5 — 2p 

2 3 ^«0 i+p 

Ar + 2«r+l + r — 3 + 2 'r--5 — 2p , 
2 s J)=0 4+^) • 

hvoraf man, idet r — r = r — 8 , og r + 1 = 1 + r — 1 , 

""8 ■"«— 1 '« 2 If 

faar: 

A r + 2 — Ar— 1 + r — 3 + 2 r — 9 — 3p . 

" 3 ^)=0 4+p 
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Hen ville Leddene under 2 forsvinde, naar p bliver !> I -« 31. 

Idet altsaa Bsekken fortssettes, indtil Leddene forsvinde, kan den 
hierjere Qrsense for p udelades. Yed i Stedet for r at ssette (r — 2) 
erholder man da 
r4-l — t— Ar— Ar— 2 + 1+r— 5 + 2 r--ll--35 • (^^) 

Formlen (14) er gjseldende for alle Yserdier af r > 2. Man 
beh0ver altsaa kun at kjende 0, A og A 1, eller = 1, 1 = 1 
og 2 «« 2, som give A == og A 1 — 1, for deraf efterhaanden 
ved HJBBlp af (14) og HjaBlpeformleme (9), (10) og (11) at kunne 
beregne alle Yserdier af r. 

Ved de mindre Vserdier af r simplificeres Formlen (14) be- 
tydelig. St0rrelseme under ^-Tegnet forsvinde for r <^ 10, og 
reduceres til 1 for r — 11 og r =« 12. Naar (r — 11) < 4, o: naar 
r < 15, ville St0rrelserne under 2 vaBro af Formen r — 11 — 3p; 
for r — 15 bliver denne Sum nemlig —4+1. Naar r > 16, 
vil der under 2 begynde at fremkomme f0r8t 1. senere flere St0r- 
relser, der maa reduceres ved Hj»lp af Formleme (9) eUer (9)' og 
(10); men endnu lige indtil r = 21, hvorved A 21 og 22 be- 
stemmes, bliver der af disse Hjselpeformler ikkim Brug for (9)', som 
strax giver Udtrykket ved St0rrelser af Formen q, idet q ^ (r — 11). 
Det er imidlertid let af (14) at danne en Formel med endnu 
stasrkere aftagende Led. 

Saettes nemlig i (14) (r — 3) i Stedet for r, og subtraheres 
den saaledes dannede Ligning fra (14), faas ved Anvendelse af 
Formlen r — r =- r — « f0lgende Formel: 

r-r 1 — r = 

Ar=^A r — 2 +A r^3 ->A r-5 + r-5 \ 

+ r— 11 + 2 r— 19 — 4p , | (^^) 
" 4 ^=0 b+p I 

som er gjaeldende for r > 5. Af denne Formel kan paa lignende 
Maade, ved at forandre r til til (r — 4), en ny udledes, der er 
stserkere affcagende, og saaledes vilde Udviklingen kunne fortsdettes 
i det uendelige; men der vindes ikke noget vsesentligt ved at 
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gaa videre i Udviklingen end til (16). I (15) maa r — 11 , naar 
r>22, heist beregnes ved (10). Deiimod kan der ftirst, naar 
r > 32, blive Brug for denne Fennel til Beregningen af r -— 19 . 

5 

Ved r > 38, r > 44, . . . kunne endnu henholdsvis r •— 23 

6 

r — 27 ,... beregnes ved (10); men det maa ved saa store Vaerdier 

'7 



af r vistnok foretrsekkes at fortsaette Tavlen over r indtil (r — 23) 

for r og indtil 6 for «, eller indtil (r — 27) for r og 7 for 9 o. s. v. 
Ved fra r — 2 til r«4 at anvende (14), altsaa Ar — 

A r — 2 4" Ij og derpaa fra r -« 6 Formlen (15), dannes hosstaaende 

Tavle over r. F0r8t med Anvendelsen af 
(10), altsaa fra r «» 22, begynder Beregningen 
at bUve mindre let. For r — 27 vil Bereg- 
ningen saaledes bUve: 
A27 — 468 + 383 — 253 +22 +16 

+ (8^+4 + 0), 





1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

II 

12 

13 

14 

15 

16 

17 

18 

19 

20 

21 

22 

23 

24 

25 

26 

27 

28 

29 

30 

31 

32 

33 

34 



1 

1 

2 

3 

5 

7 

11 

15 

22 

30 

42 

bC^ 

77 

101 

135 

176 

231 

297 

385 

490 

627 

792 

1002 

1255 

1675 

1958 

2416 

2990 

3678 

4505 

5524 

6742 

8208 

9982 

12108 



Ar 





1 

1 

2 

2 

4 

4 

7 

8 

12 

14 

21 

24 

34 

41 

55 

66 

88 

105 

137 

165 

210 

253 

320 

383 

458 

574 

688 

827 

1019 

1218 

1466 

1774 

2126 



livori22 beregnes efter (11), altsaa 22 «« 12, 

■^2 """2 

og 8 beregnes efter (9), altsaa 
8 'Ls — (0 + l + 2)«^22~4— 18, 



medens 16 maa beregnes af (10), som giver: 



16 



16 



16+12+8+4+1, hvori 



a - 



3 



i&lge den 2den (12): 



30, 



12 


-19, 


3 

8 
4 


— 10 og 
— ° 4, altsaa 


^9 




16 


= 64 


■^4 




A 27 


«= 688 


27 


— 2990 



28 



3678 



Beregningen er i Virkeligheden lettere, idet 
man ved den forad gaaende Beregning af 
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A 23 har beregnet 12, saa at det i A 27 forekommende 
— —4 — 

16 SB 16 — 12 kun kr»ver Beregningen i&lge (12) af 16. 
""4 ""s ""4 "^3 

Anvendelsen af Formlen (10) kunde i 0vrigt, som foran be- 

nuBrket, undgaas ved at fortssette Tavlen S. 72 over Yfidrdieme af r , 

idet man indskrsenker sig til at medtage de Yserdier af 9, hvorfor 

der vil kiinne blive Brug i (15), til Bestemmelsen af r — 11 , 

4 
r — 19 , r — 23 , . . ., og dette vil maaske vise sig at vaere 

5 6 

det simpleste, naar man skal bestemme en Bsekke af Vserdier af 

r eUer af r . 

§ 6. Overgangen fra y^ til y** eller til y". Naar man 
har beregnet 

y** - ^it 4**^ a:^ idet ^^^ ^ 2" (n, r)^, 
r==0 i==l 

og demsest skal beregne 

2/^' =« ""T" A^^'^ x\ idet A^^*^ - 2' (ws r):, 

da vil dette kunne udfores paa en forholdsvis let Maade ved at 
beregne {n\ x\ af (w, x\. Formlen (3) giver nemlig 

(w, r}j — (w, r)j . — — — . -. (16) 

\n\ {n' — «,} 

For alle Sataer i samme Gruppe, o: med den samme YsDrdi 
* for «,, vil Faktoren i (16) til (n, x)\ forblive uforandret. 

Ved Overgangen fra y^ til 2/" kan Formlen (16) ligeledes 
benyttes med den Forandring, at n trasder i Stedet for n'; men 
det maa herved bemaerkes, at (n, v)j bliver « for enliver Vserdi 
af «p som er > (n -|- 1)? saa at Antallet af de ikke forsvindende 

Led (n, r)j i A^ bliver — r , som er Antallet af de Satser, i 

hvilke «i < n. (jvfr. §§ 8 og 9). 

§ 7. Vi viUe oplyse det foregaaende ved et Exempel, idet 
vi af RaBkken: 

co^i ^ 2 (— 1)^ ^^ 



»0 



[2r] 
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Yille finde Bsekken for {cos $)~^ og af denne Baskke atter i&lge 
(16) udlede Eaekken for (cos J)r"*. 

F0rst ssettes f^ ^- a:, hvorefter man skal bestemme 

r— 
Ifelge (1)' bUver j-^-r - T-^F^Vl " <" ^)*' f^i^^ ^^ 

{-2 — «,} 

saa at (3) giver: 

(_ i\8i— «s /-|_ i\8s— 8» 
, it. < ,,-iifli_MJi_ .^~ffl"^ 

(- 1, t), - (- iM L«,j -[^7zri7]-- -[«T- «3T 

M2r-2] / , V [2r] / 

[«r-l-«r] [«r] ^ ^' 

Yed Benyttelsen af Tabellen S. 70 over Satser og Potens- 
exponenter og Formel (16), sora giver ( — 2, r)j = («, -f- 1).(— l,r)j, 
iinder man da Tabellen Side 81. 

Ved Addition af de i denne Tavle for hver Yaerdi af r opfiafrte 
r Yserdier af ( — 1, r)| og ( — 2, r)j erholdes Koefficienten til x^ 
i ReekkendviMingen for henholdsvis {cos Vx)^^ og {cos Vx)"^^ eller 
ved i Stedet for x at s«tte J* eller a:*^, Koefficienten til x^^ i 
Rsekkeudviklingen for henholdsvis sec x og sec^ x. 
Disse Rsekkeudviklinger blive da: 

1.1 VI 5 4 ,61 ^ , 1385 3 , 50521 ^ 
secx^ 1 , ^^x +^^x +^^x +-^^ "^"pr^ ^"' 

Af den sidste Bsekke £Eias ved Integration: 

i . 1 3 I 2 17 62 ^ , 1382 ^ 

tgx^x^—x -\--x +3^5^: +2335^; +^55925^ ^"" 

hvilken.Rsekke anf0res her, fordi den vil blive benyttet som Kontrol 
for Regningen i et i § 20 anf0rt Exempel. 
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r 


(- 1, «)i 


(- 2, t)i . 
(«i+l).(-l,t)i 


1 


^^ [1] • [2] '2 


+ 1 


2 


/ ly 

+ W p] -^ ' [2]» ' 2» 
^^ [1] [4] 2».3 


~2* 

1 
2».3 


3 


[6\ ^gj .1.1=- 1 p^, -= i-.g, 

^^^ [1] [1] [4] 2».3 

rii 1 1 ^t^5^ - I ^ ^1 ^ 

■^J [1] ' [6] ' 2«.3«.6 


1 
2» 

^2».3>.6 


4 


/-ly 

i- l*J |-4j • ^ • ^ • ^ ■=■ 1 [2]« ' 2* 

/ ly /+iy 

V[2]; y[4]} [3] _ 1 

^^ [2] [1] • • [2]»[4] 2» 

, rgi 1 V [4] ; 1 _ 1 

, foAm) 1 ([6]) i_ , 1 . 1 


1 
2» 

+ 1 
^2«.3 

^2«.3.5 
1 




' ^"J [1] •^- [1] ' [6] ' 2«.3».5 

/+ ly 
[11 1 1 1 ^t^^^ - ^ - 1 




^J [1] [8] 2'.3».5.7 


2«.3».6.7 






0. 8. V, 



V. Bsekke. 8. Aaxgaoig. 



8S 

Det Til af det foran staaende Exempel ses, at Beregningen af 
y^ og y^ kan, bortset fira Regnefejl, ved sin symmetriske Anoid- 
ning Bkiide sikkert frem og i Reglen ikke blive meget be- 
sv8Brlig, navnlig naar man, hvad der i Praxis nsesten altid vil 
ske, foretager Beregningen af YaBrdieme af (n, r)| ved Logarithmer 
og udtrykker dem i Decimaler, saa at deres Summation til ui^ let 
kan foretages. 



b. Potensexponenten n » n, a: positiv hel. 

§ 8. I Formlen (3) trseder n i Stedet for w. Da , ^"^ . er =- 

for ^1 ^ (n + 1), vil i de Vaerdier af (n, r){, som ikke ere «• 0, 
«! vaere < n. Naar r >• n, maa derfor i den 2den Beting- 
else (4) r > «i ombyttes med n > «,. 

TabeUen over Satseme og Potensexponenteme dannes paa den 
i § 4 omtalte Maade, idet man for enhver Yserdi af r begynder 
med den st0rste Yaerdi af d, som tilfredsstiller (4), altsaa, saatenge 
r < n, med %^ — r, og naar r > (n + 1), med «, «- n. 

Det til enhver Yaerdi af r herende Antal af Satser vil altsaa 
vaere lig 

der, naar r < n, if0lge (6) vil vaere — r. 

Idet de Yaerdier af (n, r)^, der forsvinde, ikke medregnes i 
disses Antal, bliver altsaa Formlen (6) forandret til 

4"^- 5"(n,t)i. (17) 

§ 9. Overgangen fra y" til y** eller til y" ud&ires, 
som i § .6 omtalt, ved Hj«elp af Formleme 

(«, t)| =- (n, rji — j-T — . -j — j, 

eUer \ (18) 

(n,r)j-.(„,t)j-j-p.^-^-^, 
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men i disse Formler vil d| ikke kunne have nogen YsBrdi, der er 
> n, saa at den Iste Formel (18) ikkun vil kunne tjene 
til Dannelsen af de forste (n+1) Led, indeholdende 
x®, x', aj^, . . . a:", af y^\ medens derimod den 2den 
Formel vil, naar n ^ n', veere brxigelig til Dannelsen 
af alle Led i xj^ men, naar n < n', ligeledes ikkun til 
Dannelsen af de f0r8te (n + 1) Led i y"*. Naar n > n', og 
(18) altsaa kan bruges til den foldstsdndige Dannelse af j/^V ^ 
(n', r)j vsere =» for alle Vaerdier af «,, som ere ^ (n' -f- 1). 



I. B. Potenser af endelige Riekker (t endelig). 

§ 10. Et Polynomium 

bestaaende af (t-j- 1) Led, ordnes, naar i;;*^ skal beregnes, f^rst 
saaledes, at i numerisk Henseende: 

1^0 >l^i > ••• >ft- 

Dereffcer ssettes — — a^ oc^i og man bar da iy** «- p © • iTi i^®* V^ 

JPo 

har den i Formel (2) angivne Form. 

Formlen (3) i § 4, der hviler paa Forudsaetningen 

^1 "T ^2 I • • • "r ^r "^ '^j 
Til vaere gyldig, ikke blot for t — c» eller > r, men ogsaa for t 

endelig, o: for 

at+i '=- «t+2 =-...=• 0, 
naar man ssetter 

^t+l — ^+2 -=-... — 0. 
Derved vil den sidste fira Enheden forskjellige Faktor i (3) 

vaere: p-^, naar t ^ t, og jj^, naar r <^ t. 



a. Potensexponenten n ikke positiv hel. 

§ 11. De t Satselementer 9,, 9,, ... 9^ sknlle tilfredsstille 
Betingelseme 

6* 



84 



*1 + *2 + • • • + ^ 



(19) 

der, naar r ^ t, ikke ville vaere forskjellige fra Betmgelseme (4), 
saa at Tabellen over Satser og Potensexponenter vil for r — 1^ 
3, . . . t blire ganske den samme som den S. 70 for t «» oo, idet man 
for enliver Vserdi af r efterhaanden kan give «, V»rdieme r, (t — 1), 
... 2, 1. For r > t vil derimod Tabellen over Satseme blive for- 
skjellig &a den S. 70 anfcrrte ved den samme Yaerdi af r, idet 
de af den sidstnaBvnte Tabels Satser, i hvilke 9^^^ ikke er - 0, 
maa falde bort. For t — 3 og r =» 7 &as saaledes Satseme 



r 


«i 


«2 


«» 


7 


7 










6 


1 







5 


2 







5 


1 


1 




4 


3 







4 


2 


1 




8 


3 


1 




3 


2 


2 



hvoraf de tilsvarende Baekker af Potensexponenter til a,, a 2 og 
a^ dannes. 

Det hele til en given Vaerdi af r svarende Antal af 
Satser maa vaere en Funktion af r og t og betegnes ved r. 
Derved forandres Formlen (5) til 



A 



(n) 



t-=l 



(20) 



§12. Satsernes Antal r. Da Betingelseme (19) fremstaa 

af Betingelseme (4) eller (4') ved i disse at saette d^ 1 ^ = «j 1 2 — 
...«=- «y — ^x+i "=...*- 0, maa — som i § 11 bemaerket — 
de Satser, der tilfredsstille (19), og hvis Antal betegnes ved t , 

v»re de af Satseme, tilfredsstillende (4) og (4)', i hvilke «^i.i=» 

^^ 1 2 »»... = 0. Ligeledes vil den Del af Satseme, tilfredsstillende 

(4) og (4)', for hvilken 9^ =« 9^^i ==* «j i 2 — • • . — 0, vaere i Antal 

X , altsaa vil ( r — r ) vaere Antallet af de af Satseme, til- 
t— !•" t" t— l"" 

fredsstiUende (4) og (4)', for hvilke 
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«j -« 2, «j^.| = 0, «^^2 — 0, . . . 
«j — 3, «j^i « 0, «t^2 =- 0, . . . 

For enhver af disse Grupper, hvis samlede Satsantal er 

( r — r ), maa Elementeme «i , «2j • • • *t— 1 <>Pfyl^® Betingelseme 
t"" t— 1"" 

(«,-!) + («, - l) + ... + («j_i-l)«r-t 

(«, -2) + («,-2) + ... + («t-l — 2)-r — 2t 
(«, -3) + («,-3) + ... + («t.l-.3)-r-3t 

? 

saa at Satsantallet for enhver af disse Grupper bliver henholdavis 

r — t, r — 2t , V — 3t , .... F0lgelig haves 
t— 1 t—l t— 1 

r _ r« r — 1 4- r — 2t + r — 3t + .... 

t"" t— 1" t—l t-l t—l 

som, sammenholdt med Fonnlen (10), viser, at 

r « r. (21) 

t"" "t 

I Formlen (20) vilde altsaa den h0jere Grsense r for 

t"" 
t kunne ombyttes med r ; men, medens der i nmnerisk Hen- 

seende ingen Forskjel er paa r og r , saa maa det dog fastholdes, 

t"" ""t 
at r er Antallet af Satser, hvis Elementer, idet de tilfredsstille 

t"" 
(19), ere i Antal t og have en Sum — r, medens r er Antallet 

""t 
af Satser, der tilfredsstille Betingelseme 

t > «i > «2 > . . . > «^ > 



hvori Elementemes Sum vel ogsaa er — r; men deres Antal er 

> r, og det f0r8te Element kan ikke have nogen st0rre Vaerdi 

end t. r er Antallet af Satseme i de sidste t Grupper af de 

•"t 
Satser i Tabellen S. 70, hvis Antal er r , medens r er med 

""r t"" 

enkelte Overspringninger Antallet af de f0rste af disse Satser. 

Ligesom r er Antallet af de af Satseme, tUfredsstillende (4) 
og (4)', i hvilke det &rste Element « , er < «, saaledes Ville vi 
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ved »de]i almindelige Satsfunktion re betegne Antallet 

af de af Satserne, tilfredsstillende (19), i hvilke ^i er 

<^ 9, ligesom r er en forkortet Betegnelse for r , saaledes bliver 

— — ^ 

altsaa r en forkortet Betegnelse for r . Funktionen r er en 

t"" t""r ""« 

speciel Form af den almindelige Satsfunktion r , idet 

t""« 

r=«r=«r;t =«r=«r««r 

r < t^« r""« ~8 t"« > r t""r t~ ""t 

! (22) 
og r =* r — t ' ^ ^ 

""« > r r 



Enhver Y»rdi af det ferste Element 0^, som er > r, Elementemes 

Sum, kan nemlig ikke give nogen Sats, hvorfor Satsantallet 

r eller r vil vsere — Satsantallet r «=• r — r . Den 

t""« > r t""oo t""r f* ""t 

almindelige Satsfunktions 0yrige Egenskaber saavelsom dens Bereg- 
ning ville blive fremstillede i § 15. 

§ 13. Overgangen fra y^ til y^* eller til y^ udf0res 
som, naar t = cx> eller ^ r, saaledes som det for dette Tilfaelde 
er anfert i § 6. Ved Overgangen fra y** til y" maa i (16) n* 
ombyttes med n, og Formlen viser da, at enhver Yserdi af det 

f0rste Satselement 9 , , som er > (" + 1)? ^^ 83^^® ("» '^)t ^ 
Nul. AntaUet af de ikke forsvindende Led (n, r)^ af Koefficienten 

A^^^ til a:^ i y« « 2 a[^^ x^ bUver derfor, idet for disse Led 
^1 5^«? ^ i Overensstemmelse med den i § 12 vedtagne Be- 

tegnelse r for Antallet af de Satser, i hvilke «i ^ «. 
t""« 



b. Potensexponenten n^ n^ o: positiv hel. 

§ 14. I Formlen (3) trseder n i Stedet for n. Enhver Vserdi 
for det f0rste Satselement « | , som er > (n + 1), vilde gi0re (n, r)j 
til Nul, og da man kun beh0ver at tage Hensyn til de ikke for- 
svindende Yserdier af (n, r)^, kan «, stedse antages < n. Derfor 
maa, naar r > n, i den 2den Betingelse (19) r > «i om- 
byttes med n ^ ^j. 



87 



Tabellen over Satser og Potensexponenter dannes altsaa som 
i § 11 anfisrt med den Forakjel, at, naar r > n, den f0rste Sats 
begynder med «, = n i Stedet for med «| « r. For n — 4, t «= 3 
og r — 7 faas saaledes Satseme : 



t 


«x 


«2 


«« 


7 


4 


8 







4 


2 


1 




8 


8 


1 




8 


2 


2 



Det til enhver Vaerdi af r li0rende Antal af Satser vil altsaa 
med den i § 1 2 redtagne Betegnelse r for Antallet af de Satser, 

i hvilke «, < 3, vsere — r -« t — r , naar r < n, og r , 

t""r t~ ""t t""ii 

naar r > n; men, naar n ^ r, vil r vaere «« r -« r , saa at 

t""n t""r ""t 

man altid kan betegne det til enhver Yserdi af r h0rende Sats- 

antal ved 

r . 
t""n 

Derved forandres Formlen (6) til: 

t=r 

4""^ ^ T (tt, r)i. (23) 

§ 15. Den almindelige Satsfunktion r angiver An- 

tallet af de Satser, hvis t Elementer dp d^, . . . 9^ tilfredsstille 
Betingelseme 

«.+«. + . .. + «t«^ ) 
r >« >d, >«2 > ... >«t / 

De til Venstre for, over eller til Hqre for Tegnet «. anfcrte 
Tal t, r og 9 betegne altsaa henholdsvis Antallet af Elementer i 
hver Sats, Elementemes Sum og den 8t0rste i nogen af Satseme 
forekommende Yserdi for det &rste Satselement d^ 

Alle de Satser, i hvilke 9, har den samme YsBrdi, danne 1 
Gruppe. Den »f0rste« Gruppe, eUer Gruppen 8, er den, i hvilken 
« J har sin st0rste YsBrdi 3, den 2den Gruppe, eller Gruppen (d — 1), 
er den, i hvilken ^t "^ (^ — 1)- ^^^ »sidste« Gruppe er den, i 
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hvilken 9, har sin mindste Yaexdi, o: den mindste, der kan an- 

vendes i en Sats. Denne MinimumsvaBrdi for 9, er det positive 

t 
hele Tal (eller 0, hvis t — 0), som er «« eller nsBimest > — . 

Er t ^ r, bliver altsaa denne Minimumsvserdi «» 1. Er f . Ex. 

7 
t =» 3 og r — 7, bliver MinimumsYSBrdien for 9^ nsermest > -^, 

altsaa 3. 

Naar t > r, gaar den almindelige Satsfonktion r over til den 
— t"« 

mere spedelle r , som atter for d ^ r gaar over til Funktionen r. 

For «>rerr=»r = r, som igjen for t > r bliver — r. 

t""« t"" ""t — "" 

Disse specielle Satsfunktioners Forhold til den almindelige Sats- 
fonktion ere udtiykte i Formleme (22). 

Ligesom enhver V»rdi af «,, som er > r, ikke vil kunne 

tilfredsstiUe (24) og altsaa ikke give nogen Sats, hvorfor ogsaa 

SatsantaUet r »» r «=> r , saaledes vil heller ikke nogen 

t""«>r t""r "t 

Vaerdi for «j, som er < MinimiimsvaBrdien for «,, knnne give 
nogen Sats, hvorfor 



(25) 



ligesom — r — 0, 
t — 9 

hvorimod .i. »» 1 

t""«>0 — t 

^^ i ^ =-1-1 
t~«>i -ij 

Saettes i (26) t>r, &as Formleme (6) og (7) med Und- 

tagelse af r =1. 

r=-t 
Yed den samme Funktion j^ «» 2 a,, o;^ er t konstant, 

r— 

og det er for denne givne VsBrdi af t, at SatsantaUet r skal be- 

regnes som Sikkerhed for, at der. i den til Beregningen af A^ i 
(20) eller (23) dannede Tabel over Satser og Potensexponenter 
findes det rigtige Antal af Satser. Det kommer da an paa at 
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iremBtille en Fundamentalligning, hvoraf r kan beregnes for den 

t""« 
givne konstante Yaerdi af t. 

Antallet af Satser i Qruppen 9, eller, hvad der er det samme, 

Antallet af de Satser, i hvilke 9, «» 9, er «» r — x ; men, 

t""« t""«— 1 

da disse Satser maa tilfredsstille Betingelsenie 

«a +«s + ••• + «! — « — « 
«> «j >«,>...> «t 

bliver deres Antal ogsaa =« r — 9 . F0lgelig haves 

t— 1 « 

r — r «= t— g , (26) 

som for t *« oc, eller for t ^ r, gaar over til Fundamentalligningen 
(8) for r . 

Men Fnnktionen c bar endnu en anden fundamental Egen- 

t""« 

skab end den, der indeholdes i (26). Tsenker man sig nemlig af 

y '— ^0 + «i + • • • + ttp + • • • + ^t— r + • • • + «t— 1 + «t 
y* beregnet ved snkcessive Multiplikationer, altsaa y* = ^ . y . . . 
(« Faktorer), saa er det klart, at der for ethvert Led: 

a«-«i afi-«» a*t-i~** aj^ 

maa haves et andet: 

»t n— 1 **1 ^0 

men, ssettes nn a^ x^ i Stedet for %, saa bliver, naar 

^1 + ^« + + ^t— 1 + *t "= ^> 

det f0rste Led multipliceret med: 

^(«i-««)+2(««-«s)+..-.+(t-l)(«t~i-«t)+t-«t _ ^r 

det andet med 
5ct(«-«i)+(t-l)(«i-«»)+....+2(«t_2-«t_i)+(«t_i-«^) _ ^t«-r, 

De^ Antal af Led, der ere multiplicerede med x^^ bliver altsaa 

= det Antal af Led, der ere multiplicerede med x^^^^\ men det 

f0rste Antal er i&lge (23) t , det andet tg — r , altsaa haves 

t""« t « 
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t ^ tg— r . (27) 

t— e t « 

Den Iste Ligning (25) kan i&lge (27) udledes af den 2den 

(25) og omvendt 

Da det sidste Led i Hsekken for y" er A^ a:*", skal i&lge 

(23) r bestemmes for alle Yserdier afc&ar— ltilr«stn, 

t""n 
for saa vidt ikke den udkrsBvede Nojagtighed i Bestemmelsen af y^ 

kan paa Grand af Eaekkens Konvergens opnaas red et mindre 

Antal Led af Bsekken for y^. I modsat Fald vil det dog, if0lge 

(27), ikke vsere n0dvendigt at beregne r for alle Vaerdier af r 

t""n 

indtil tn inklusive. Det vil vaere tilstraekkeligt at beregne 
r for alle Vaerdier af r fra 1 og indtil — eller — - — 

inklusive, eftersom tn er et lige eller et ulige TaL 

I&lge (27) er t == tg -- r — t og r — g «= 

f"«— 1 t 8—1 t-1 « 

tg — r , hvilke Vserdier, tilligemed Yaerdien for r if0lge (27), 
t— 1 « t"« 

give, indsatte i (26), 

tg — r — tg -- r — t « tg — r 
t 9 t g— 1 t— 1 g 

eUer med forandret Betegnelse: 

r — r — t = t , 

t""g t ^g— 1 t— l^g 

men (26) giver, naar r forandres til (t + ^)- 

t g t g— 1 t— l^g 

som i Forbindelse med den foran staaende Ligning giver: 

r + g — r + g «= r — r — t 
t g t ^g— 1 t""g t g— 1 

Forandres heri (t + g) til r, erholdes jfelgende Fundamental- 

ligning for r ved konstante Vaerdier af ^t: 

t""g 

r = r + r — g — r — g — t , (28) 

t""g t""g— 1 t ^g t ^g— 1 

hvilken FundamentaUigning, der for t > r gaar over til Fundamen- 

talligningen (8) for r , vil — i Forbindelse med de foregaaende 

Kelationer (22) og (25), der dog tildels kunne ndledes af (28), paa 
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samme Maade som i § 6 omtalt Belationeme (6) og (7) tildels 
kmme udledes af Eundamentalligningen (8) — vsere fuldstdendig 
tilstraBkkelig til Bestemmelsen af r for enhver given konstant 

Vserdi af t. Paa lignende Maade som i § 5 Fundamentalligningen 
(8) benyttedes til Konstruktionen af en Tavle over Vserdieme af r , 

yil man nu ogsaa her kunne benytte Fundamentalligningen 
(28) til at danne en Tavle over Vaerdierne af r for en 

given konstant Yserdi af t. I denne Tavle gives r efter- 
haanden Yaerdienie 1, 2, 3, ... ., indtil den Yserdi for r, ved 
hvilken Hsekken for y** eller y^ skal standse. Ved Esekken for 
y^ vH det under aUe Omstsendigheder, med mindre det sker for 

KontroUens Skyld, i Henbold til de ved (27) gjorte Bemaerkninger, 

ttt fit — 1 

vaere un0dvendigt at gaa Isengere end til r «- — eller r — — - — , 

eftersom- nt er lige eller ulige. Formlen (27) giver et Middel til 
paa flere Steder i Tavlen at kontroUere dennes RigtighedL For 
enbver i Tavlen forekommende Vaerdi af r gives ^ en 
Bsekke af Yserdier fra den i den »sidste< Sats forekom- 
mende mindste Yeerdi for 8, (nemlig det hele Tal, der 

er naermest ^ — ) til den i den »f0rste€ Sats fore- 
kommende st0rste Yaerdi for «j (nemlig r, hvis r <^ t, 
og n, hvis r > t). I den feilgende § 18 vil der blive givet et 
Exempel paa Konstruktionen af en saadan Tavle for t — 4 og n — 5. 
Lignende Formler som de i § 5 udviklede til Beregniogen af r 

vUdo ogsaa kunne udledes for Beregningen af c ; men de viLle 

nseppe vaere af stor Betydning, og den foran anf0rte tabeUariske 
Beregning b0r vistnok foretrsekkes. Dog b0r det ikke forblive 
ubemaarket, at Beregningen af r kan henf0res til Beregningen af 

t""8 

Funktionen af r og dermed altsaa ogsaa til de for denne Funktion 

i § 5 udviklede Formler. 

Sammenligner man nemlig ved samme Yaerdi af r TabeUen 
over Satseme for t = oo eller t ^ r med TabeUen over Satserne 
for t < r < n, saa vil man finde, at de Satser i begge Tabeller, i 



92 

hvilke «, har Vserdieme fra (d -f- 1) til '^ inklusive, ville vaere 
sammenfaldende, hvis den »sidste« Gruppe (o: den, i hvilken 0, — $-}-l) 
indeholder Satsen: 8, — ^ + 1, ^j — ^g — . . . =» «j «» 1 , eller 
Satsen «j — 8 -f 1, g^ — g^ = . . . «=. «j_j — 1, g^ — 0, eller 
Satsen 8, = 8 + i, ^^ = ^3 = . . . — g^^^ ^ l, «j__^ — ^^ « 0, 
0. s. v., altsaa hvis 

(« 4- 1) + (t - 1) = (« + t) er > r. 

I saa Fald ville Satseme i Gruppeme (« 4- 1) til r i begge 

Tabeller vsere sammen^Eildende og altsaa lige store i Antal, o: 

r — r — r — r , eller if0lge (22): 
""r ""« t""r t""« 

r =»r +^ — ^ ] 
'^' -t -. - ^29) 

for (t + «) > r. j 

Naar Betingelsen for Gyldigheden af (29), nemlig at Elemen- 

temes Antal + det forste Satselements Maximumsvserdi skal vaere 

> Elementemes Sum, ikke er opfyldt, vil man dog ved en suk- 

cessiv Anvendelse af (26) knnne skaffe denne Betingelse til Stede* 

Af (26) faas nemlig 

r « r — r — g— 1 
t~« t""«+l t— 1 «+l 

r == r — r — g — 2 



I 



r — r — r—g— -1 — q , 

t""«+q t~«+l+q t— 1 «+l+q 

hvoraf man, ifolge (21), for q «=« (r — « — 1) ved Addition erholder 

r = r — 2 r — g— 1 — q = 

t""« ""t q-=0 t—1 «+l+q 

p=,_;_: (30) 

« r — 2 p 

Naar Formlen (29) skal kmme bnnges til Anvendelse paa 
alle St0rrelseme under 2-Tegnet, maa man have (t — !) + (* + 1) 
> (r — « — 1), eller (t + «) > r — (« + 1), medens der, for at 
(29) skulde kunne anvendes rmaiddelbart paa r , kraevedes, at 

(t + 8) > t. Er der endnu ikke ved (30) opnaaet, at (29) kan 
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anvendes paa a lie St0rrelseme under 2 Tegnet, saa bringes (30) 

paany i Anvendelse for de af St0]Telseme under 2 Tegnet, der 

ikke tilfredsstille Betingelsen for (29), og saaledes kan der fort- 

s»ttes, indtil r bliver ved Hjselp af (30) og (29) udtrykt ved en 

t""« 
Baekke af St0rrelser, alle henli0rende under Funktionsformen t . 

§ 16. Det hele Antal af Led i Udviklingen af 



(r=t \n 
2 a^x^I, 



eller Antallet af Eombinationer med Gjentagelser 



af (t + 1) Hementer til n, er som bekjendt (Eamus: Diff. og Inte- 

gral-Regning, S. 7): 

(t4-l)(t + 2)...(t + n) ,.^^ 

nn - [5] ' (31) 

der, ifclge (23) og § 16, ogsaa vUde kunne udtrykkes ved: 

r-^~l 
Lj „ — int + 2 2 r for nt lige 

nt— 1 
^— T- 
og Lj „ — 2 2 r for nt ulige 

r«0 t""n 



(31)' 



i hvilke Formler •— 1 a=l, ogr««r — r— r 

t""n r"n t""n^r t""r t*" ""t 

if0lge (22). 

I § 18 viUe Formleme (31) og (31)' blive anvendte paa et 
ExempeL 

§ 17. Overgangen fra y^ til y^ eller til y^* udf0res 
ganske som i § 9, for TilfsBldet t »=« oc eller > r, omtalt. 

§ 18. Den i § 15 omtalte Fremgangsmaade ved 

Konstruktionen af en Tavle over Vaerdierne af r for 

t""« 
en konstant Vserdi af t — saa vel som Anvendelsen af Form- 
leme (31) og (31)' — ville vi anvende paa et Exempel, i 
hvilket Tavlen skal benyttes til Bestemmelsen af 

r=20 

og hvor man altsaa liar givet t -« 4 og n = 5. 



94 



















•H 




















+ J 


g 








•R 


'^j' 




1 


1 J 








r 


8 


(8» 

1 


1 


1 
1 


1 

(8» 


1 

« 

1 

* 


« 


1 ^ 1 

•" T 

1 • 


1 1 


• 


11 

1 


>« 


















^ 













1 











1 






1 


1 





1 










1 


1-1=. is 


«ii 


2 


1 


1 


1 


_ 








1 


1 






2 





1 


1 


1 





1 


2==i=.is 


*6. 


3 


1 


2 


1 


1 








1 


1 


*ix 




2 


1 


1 




1 





1 


2 


*i» 




3 





1 


— 


2 





1 


3 = ^= 


3 

4.6 


*i. 


4 


1 


3 


1 










1 


1 


*«i 




2 


2 


2 




1 





2 


3 






3 


1 


1 





2 





1 


4 


«i. 




4 





1 





3 





1 


^-L-.is 




5 


2 


3 


2 





1 





2 


2 


*i. 




3 


2 


2 





2 





2 


4 


*I. 




4 


1 


1 




3 





1 


5 






5 





1 





4 





1 


6- .1. 




6 


2 


4 


3 





1 


1 


2 


2 


.1. 


, , 


3 


3 


3 


— 


2 





3 


5 






4 


2 


2 


— 


3 





2 


7 


«i2* 




5 


1 


1 




4 





1 


8 " .1. 




7 


2 


5 


2 


I 


1 


1 


1 


1 


*i.. 




3 


4 


4 





2 


1 


3 


4 


As 




4 


3 


3 


— 


3 





3 


7 


.1. 




5 


2 


2 


— 


4 





2 


9— 7 

4.5 




8 


2 


6 


2 


2 


1 


1 


1 


1 


.!> 




3 


5 


4 


1 


2 


1 


3 


4 


*1, 




4 


4 


5 





3 


1 


4 


8 


.i* 




5 


3 


3 


— 


4 





3 


11 - .1. 




9 


3 


6 


5 


2 


2 


2 


3 


3 


«i. 




4 


5 


5 


1 


3 


1 


4 


7 


*I* 




5 


4 


5 





4 


1 


4 


11 - .Is 




10 


3 


7 


4 


8 


2 


2 


2 


2 


.1, 




4 


6 


7 


2 


3 


2 


5 


7 


*6, 




5 


5 


6 


1 


4 


1 


5 


12— 10^ 





96 

Naar Tavlen fortsaBttes, vende, iftflge (27), Yserdieme for 
r tilbage i modsat Orden, idet man iaar 11 ■» 9 , 12 «» 8 ^ 

4—5 4 5 4-"5 4^5 4—5 

... 20 "-> . En Fortsffittelse vilde altsaa give en Mdstsendig 

4—5 4"-5 

Kontrol for Beregningen af t ; men i 0vrigt giver (27), naar 

4— • 

Tavlen fortssettes indtil r — 4 . 5 «^ 20, en gjennemgaaende Kontrol 
for samtlige beregnede YaBrdier af t med Undtagelse af dem, for 

hvilke r — (4« — r), o: t « 2«. I den ovenfor beregnede Del af 

4.5 

Tavlen, indtil r — —^ =« 10, haves ved Hjaelp af (27) Kontrol 

paa de Steder, der ere betegnede i den sidste Kolonne ved 4« — r . 
Tavlen viser ikke blot, hvor mange ( t ) Satser der i Tabellen 

4—5 

over Satseme skal v»re for hver Yaerdi af r fra r — tQ r — 20, 
men ogsaa, hvor mange Satser der for hver Vaerdi af r skal findes 
i Gruppen ^, o: i den Qruppe, hvis ftcrste Element «j « «. Dette 
Antal er nemlig «= r — r . For r — > 8 findes saaledes i 

4~« 4"'«— 1 

Gruppen 4 et Antal af (8 — 4) — 4 Satser. Den f0r8te Del af 
Tavlen indtil r — t = 4 inklnsive er selvfelgelig foldstsendig sam- 
menfaldende med den tilsvarende Del af Tavlen i § 5 over r . 

lf0lge (31) bliver det hele Antal af Addend^ af Formen (3): 
I'4,5 — 126, medens den Iste (31)' giver: 

r=r9 
2,4 5 — 10 -j- 2 2 r , eller if0lge Tavlen 
4 — 5 r=0 *~* 

1^4,6 -12 + 2 (1 + 1 + 2 + 3 + 5 +6 + 8 + 9 + 11 + 11)= 126. 



11. BsBkker for omvendte Fimktioiier. 

§ 19. Naar Funktionen ^(x) er given ved Raekken: 

r=t 
9p(a:)-«y(a) — (re — a)'^ 2 c^(a; — a)^' — 

•-" ... t m 

c^ (x — a)^ 2 a^{x^ a)^^^ 
r— 
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hvori m > og J) > 0, t endelig eller uendelig, samt 

— -= a^, ao — 1, 
og man vil s0ge EaBkken for den omvendte Funktion a?, saa saettes 

(x)- 



q=0D 

q 



^ / y(a;)-sp(a) Y 
^ V ^0 / 



(33) 



hvori Koefficienteme 6^ bestemmes ved Indssettelse, i&lge (32), af 



I4:pq 
/ y(x)~y(a) \ ». _ (^ _ „)i4^ . r-» ^ (^ _ „)Pr\ 

y Cq ^ \r=0 / 



1+pq 

9n 



(a; — a)^+P^. "l A^ 



/l+pq\ 



Bortdivideres deipaa (x — a) i (33), saa £aas: 

,_^ (1) ,_^ (M2) 

l«6o -^ ^, ^(a;-a)P^+&, 5 a; "^ \x-a)P^'+^^+. 

eller 



\»»/ I r a\ m / 



a-^) 



...) 



r=-=0 V 

(x — 0)*"^. 
Heraf faas da, idet Aq — 1, A-i — J_2 — ... — 0, for Koef- 
ficienteme til (x — a)", (x — o)*, (« — a)^P, ... henholdsvis: 

Jo - 1 - 

(I) 
a}'^^ 6,-0 

(-) (^) 

Ar^+h,A}'^^+b,~0 



(34) 



hvorved Koefficientenie &q, 6,, 62, ... efterhaanden bestemmes, 

efterat Koefficienteme il^_q ere blevne beregnede i&lge §§ 4 
og 6, naar t er uendelig eller ^ (r — q), eller ifolge §§ 11, 12 

og 13, naar t < (r — q). Idet ( — , r) beregnes ifolge (3) ved 
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Qjselp af Tabellen S. 70 over. Sateer og Potemsexpimenteri tril det 

(i) (i) (i) 
blive det fflmplest^ at bestemme Ao , Ai , Az ... 

Og dereftar beregne 
i&lge Formlen 

§ 20. Naar man i den givne Haekke (32) for gp (x) bar m »» 1 
og jp -^ p, : positiv hel, kan Rsekken. for x findes paa eaa meget 
simplere Maade. Af Btirmann's Formel (Ramus: Algebra og Funk- 
tionslsDre, 2. Eapitel, 5. Afsnit) erholdes nemlig Bsekken 



Il=GO 

a: -- a — 2 B^{qi{x) — y (a))" 

(dn-l ( ^-^ V\ 



(35) 



[n] 
saa at 

y (a;) — y (a) — Cq (a? — a) 5 a^ (a: — a)^'^; a© =- 1 (36) 

giver 

( ,f-v)"- 1- f? «, (. - «rr " - 

\9P(a;) — y(o)/ cj \r-0 ' / 



^. s 4 («-«)*'■ 



1 r^=Qo , „v 

<;;' * r-=o 

[n] da^-i \g)(a;) — ^(a)/ "" 



r==oo 



/ ^(-«)__M_ (^ _ a)Vr+l-« 



V. Bsekke. 8. Aazgang. 



M 



For n — Qit + 1) og x-^a fkas da hera^ ifslge (85) og (90): 

^'•'+^ - ^^+Uvr+l) - cj+««(l + pr) • ii/~ ' -'"''^' 
men ifidge (16) og (1)' «r 

/ 1 hr r\ _ / 1 r^ <— 1— «l} {— 1 — pt} 

(- 1 - pt, r)i - (- 1, t)i -p^p . p^— ^—^ - 



saa at (3) giver 






1 "' 



^1+pt - ^HTt jii (- »J ^TflT [«. - «,] 



a 



«,-«, 



a 



r-1 






[««-«.] [«r-l~«r] M 



B, — — ; 05 — a 

^0 



t=*ao 



(37) 



2 -B^+»,t(y(^)-9P(«))^+^ 

idet 9 1 og Potensexponenteme (9, — 9,), . . . 9^ udtages af Tabellen 
S. 70 over Satser og Potensexponenter. 

Som Exempel paa Benyttelsen af (36) og (37) ville vi tage 
y(a5)«afT(^ — a;) — a? 2 l^/. ^^, 
som, sammenholdt mod (36), viser, at a — 0, 9}(0) — 0, t «. oo, 

Cr I— lY 

p«2,Co-logfl,---i^-j-j. 
(37) giver da 

X 



t=ae 



-<^9P- 2 B, . 2, . ,1+*'; B, - 1 og 

t»=0 



/— iyi-«i /+iv,-g» 



:2 (-1) 
t— 1 



Pt + i] [«,-«,] [«,-•«] 

g)^ giy^ (^y^ 

[«»-«4] [«4-«5] [«»-««] 

hToraf man, yed Hjelp af Tabellen S. 70 over Satser og Potens- 
exponenter, kan beregne en Tavle over de r Addender i JBj ■ 2^ 
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TCf^e tar Beregningaa af Bi^^r ^ § ^ (nedent s. 98). 



I 


«l 


De X Addender i Bit^x 


^l+2r 








1 - + i 


5,-4-1 


1 


1 


[3] ( 3 ) 1 
[3] [IJ ' 3 


B,- + l 



a 



[6\ { 3/ 



.1 






(¥)' 



[1] 



+1 



1_ 
6 



R ^ » -4. * 



3 



[9] \ 3 7 

[7] ' [3] 



.1.1 



+ 1 
' 3» 



[g \ 3 7 V 5 / 

"^[7]' [1] 
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Man fear derred - .-., •• , . ^,. •-» ^ •• . • •' 

^ 1 1 _* 1 2 . . 17 , , 62 . , 1382 „ , 

hriHcen- RaBtto"- er f nldste e ndi g averens s teiimieu de^iired^ deir i *f 7 
ad anden Yej fondne Baekke for tg x. 

§ 21. Overgangen ved Differentialkoaffici0nter fra 
X 8om uafh»ngig og y som afhaBiigig til y som Haf- 
haengig og rz; som afhaengig variabel. 

Naar man i Raekken (36) for ^(x) har t) = 1, blver c^ =« y'(«)r 

«>(l+r)(a) 
Co^y — Trnrr ' ®^^®^' '^^^ ^^^ ^ Stedet for g)(x) saetter.y, 



1 \dx'+^ 



"■^""[r + 1] 



a;=a 



\dx/x-^a 



1 //+^A 

Samtidig bliver £14., = f — 7— r; I — -rr !• ' . ' 

IndssBttes disse Betegnelser i den Iste (37), erholdes for 

t — : cx) eller t > r, -r- udtrykt ved 3^, -=-4, . ♦ . rr, hvon. 

= dy^+^ dx' dx^\ .<fec^+^ 

naar Fonnlen skal bruges til Fremstillingen af Rsekken for x i den 
2den (37), efter Differentiationeme x saettes = a og y -* jp(tt); men^ 
da a er vilkaarlig, er Relationen i den Iste (37) meilem DifPeren- 
tiaLkoefficienteme med Hensyn til a; og med Hensyn til y gjseldende 
for enhver VaBrdi af rr. . . ': \ ■ 

Indf0re8 derfor de forkortede Betegnelser: 

saa erholdes af den Iste (37), Eelationen: 



^"^+1 ii/ '^ pl+r-Hx [«,-«,] [8,-83] 



ml ^tt+l]/ (i); g,=-l, 

[«,_1-8J [8J l^x' 



(39) 
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idet 8, og Potensexponenteme (^, — ^j), ...d^ udtages for den 
givne Vaetdi af r a|f Tfebellen S.. 70. ovej; Sataer.og Fotensexponenter. 
Belationen (39) kunde o^aaa ^rholdes ved at gaa ud fra den 
bekjendte Formel (Ramus: Differential og Integral-Hegning. S. 28. 
Fonnel (4)). 







): 



Sffittes nemlig heri 

Pt+l ' 

saa faas, idet a^ =1, 



a,, 







_r=0 

r-0 I _ [" - 1] ^(-n) 

eller if0lge (5) og (16): 

pj+rii/ ''> {-1} -{-l-r-a,} 
Af (1)' og (3) &as derefter 

«r+l =-^r j^i <- 1> ' [t] • [»;-«,] • [8,-«,]-[«J ^'^' 
som for ttr — — / V,-. antager Foimeii (39). '■ 



£T THEOREM OM NETFOBHIGE HGUfiSR. 
(af Axbl Teiti.) 

Forbinder man i Bummet en RamliTig Pnnlrter mod vilburlige 
flammenheengende Kuirer, saa fremlkotnmer en Ilgtr, Bom vi yille 
Imlde et Net De givne Pnnkter kalde t1 Nettets Knuder og 
de omlalte ForbindeleeBlinier mellem disse dete Orene. 

Endelig ville.vi ved en Haske i Nettet fofstaa en enkelt kon- 
tinnerlig Kreds eller King af dets Orene. 

Om saadanne Net exieterer der nn en Rtekke nuBrkelige Stet^ 
singer, af hvilke je^ skal fremetille en. 

Disse Sffitninger ere egentlig kun tilflyaeladende geometriske^ 
de udtale blot kombinatoriske Love. 

I det efter&lgende foistaa vi ved Antallet af Masker i et 
Net Antallet af dem, der fremkomme ved knn at regne hver Oren 
to Qange og saaledes, at alle Orene blive medtagne '). 

Han tienke sig nu, at der fra et vist Funkt i Nettet tidgaar 
8tismuinger lange samtlige dots Orene, saaledee at naar en Stnna 
kommer til en Enode, deler den sig og sender Stromme gjennem 
de 0Trige Gtene, der odgaa && Tort Knudepnnkt 

Dense Strsmning kan i Al- 
mindeli^ed ikke foregaa i det 
uendelige; thi der vil indtnede en 
Standsnlng paa Qnind af Strsm- 
menee Sammensttfd, hyilke vi for 
Simpelheds Skyld fbnidstetto knn 
finde Sted pu Nettets Orene og 
saaledes, at Stmnmene ikke fbrt- 
SBttes lid over Sanunenstttdspiuik- 
tenie. 

Faa hoestaaende Slgni ere 

') Et Net kan paa flare Huder danne KaakM/Btemer aom ovenatuoida; 
men Antalkt af Masker i BjstBmet Uivar dwvad dog nlDnBdret. 
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StigmTiipgftrneB Betoinger betegnede ¥ed Pileepidaer, Sammensiiifdt- 
punkteme ved Eiyds, Udtobspuiiiktet ved et o. 

Som det let indses, ftar nutn mn fidgende Lemmata: 

1. Paa liTer af Nettets Masker maa der ligge mindst et 
Sammenatfldapunkt 

f . OTerhngges ^ettet i alle Str0ttmieiie8 SammenaMsptmkter, 
hsenger det dog fremdeles sammen, efteisom man fa, hvert af disse 
PunJrter kan komme tQbage til StrmnmeneB Udgangspusikl 

3. ForudssBtter man endelig for Bimpelheds Skyld, at Nettet 
er enkelt sammenhaengende, o: at det kan udfoldes paa en enkelt 
8ammenh»ngende Hade, bas: 

Naar Nettet overhugges i samtlige Sammenst0dspunkter, da 
forsvinder altid en og Inm en Maske yed hvert Hug'), idet jo, 
naar en Gren forsyinder, de to Masker, der har denne faelles, gaar 
over til en Maske. 

Yed det sidste Hug, naar der altsaa i&lge de ovenfor opstiUede 
Saetninger blot kan vaere en Maske igjen, forsvinder, kan man sige, 
to Masker; idet den sidste da maa blive at regne dobbelt 

Det er aabenbart, at Sammenst0dspunkteme, naar ndl0b8punktet 
er givet, til en vis Orad kunne anbringes vilkaarlig, men hvorledes 
de end ere beliggende, gjselder dog f0lgende Theorem, som flyder 
temmelig direkte af ovenfor opstiUede tre S»tninger: 

Naar der fra et vilkaarligt Punkt i et enkelt sam- 
menhsdngende Net udgaar Str0mninger gjennem alle 
dots Grene, da er Antallet af Str0msammenst0d uaf- 
hsengigt af den Maade, hvorpaa Str0mningen har for- 
grenet sig og lig Antallet af Masker i Nettet minus en. 

Udgaa 8tr0mmene fra n Punkter i Stedet for blot fra et, 
da vilde Nettet, som man ser, efter at rmte overhugget i Sti^^m- 
menes Sammenst0dspunkter, vsere delt in — 1 Dele. 

Heraf f0lger da stnuc en mere generel Saatning, der, naar 



^) Naar der her siges en Maske, saa menes deimed en af dein, der reprse- 
seDterer vort ovenfor definerede MaakesTstem. 
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Aotallet af Masker betegaes med m og AnteUet af StuEfmsimimenstfMl 
med 8 J kan udtiykkes red Formlea: 

« — w -+- w — 2. 

Et ret interessant Spiecialtil^lde af dense Saetnii^ '£aas, idet 
man tsenker sig Str0mmene ndgaaende fia alle'Eiiuder i Nettet. 
Der maa da selT&lgelig bliye et'SsmiQen6t0d^)aa kver Gr^i, hvilket 
leverer ob felgende Lov: 

I ethvert enkelt sammenluBiigende Net er Antallet af Masker 
plus Antallet af £nuder minus Antallet af Ghrene lig 2^ hyilken 
Foimel ikke er andet .end Euler's Saetning om Polyedre. 

Ear man nu et hvilket som heist I^et, der altsaa ikke netop 
beli0ver at vaere enkelt samjnenliaBngende, , og overhiigger det i 
Str0mmenep Sammenstodepunkter, da kommer man til .et eller flere 
maskelose Net eUer Forgreninger; hvoxtil man f0lgelig ogsaa maatte 
vaere kommen, om Nettet just havde vaeret enkelt sammenhsengende. 

Paa Grund af nys naevnte J]uler'ske Formel faa vi sajdedes 
f0lgende ejendommelige Theorem: 

Naar der fra n vilk.aarlige Punkter i et hvilket 
som heist Net udgaaj Str0mninger gjennem alle dets 
Grene, da er Antallet af Str0msammenst0d 5, idet k og 
g henholdsvis betegner Antallet af Nettets Knuder og 
Grene, bestemt ved Formlen: 

s ^ n + g — k 

Ligesom man af denne Formel kunde finde Antallet af Sti0m- 
sammenst0d, naar Antallet af Str0mmenes Udl0b9punkter var be- 
kjendt, saaledes kunde man ogsaa omvendt finde disses Antal, naar 
Str0msammenst0denes Antal v^cr kjendt, idet nian da har: 

n ^ 6 — g + k. 

Men ved denne Omvendirig vil der imidlertid firembyde sig en 
Maerkelighed. 

Lader man nemlig Antallet af de Punkter, mod hviike Str0m- 
ningen skal foregaa, vaere lig g — k, saa kan altsaa efter vor 
Formel Str0mmen ingen Udljaibspunkter have, og man vil, som det 
let forstaas, faa mindst en Maske, hvorpaa der intet 8tr0msammen- 
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stod findes. Str^mmen gaar altsaa her i Ring, og der opstaar, hvad 
vi kunne kalde en Hvurel. 

Saad^im^Q Hvipler kunne for Regten ogsaa optraBde^ ,selv om 
Antallet af Str0mmenes Udl0bspunkter er forskjellige &a Nul, ja 
man kan endog beyise felgende Sats: 

Ifaar der foreg^ar Strjamuiinger i et Net, da er, uanset enten 
Str^mningen gaar mod eller fra givnA Puinkter, Antallet afHvirvler 
lig Antallet af de Dele, hrori Nettet* deles ved Bammenst0dspunk- 
teme nontid Abtallet af TTdlfSfbspunkt^r. Detf * ^ klart^ v^ vi-ogsaa 
maa ktmn^ -taanke os Hvirvler som givne og tJdlia^bs- og Sammen- 
st0d8punkter derved bestemte ; idet der jo paa p Uasker i Nettet, 
s'cbi ikkelhar noget Enudepunit £»llee, vil kunne tsenke^ ulnndret 
at foregaa p i Hsig selv tllbagel0bende Strctonlnger. -• 

Som man ser, ville vi aMd, naar de irt Udl0b8pwiikter ere givne, 
oguafluBngig -afj-hvor de;er6 placere^e, ktinnie finde sklertil sva- 
rende Sammenst0dspimkter. D^te ladet sig nu ikke bestandig 
omvendt gj0re, idet man -nemlig kaA grre de s Sammen8t0dspunkt»r 
en saadan Stilling, at der, foe :at en.Striaanmng skal gaa gjennem 
hele Nettet, maa iindes flefe Ss(mmenat0dspunkter. 

Har man saaledes t. Ek. et : Net : med 6 Orene og 4 Knuder, 
da vil, naar ^ ^^ 2, n vsBre Hg nul. Men placerede man nu to 
Sammenst0dspunkter paa en og samme Gren, da maatte der absolut 
existere et ndl0bspunkt mellem dem paa selv samme Gren, eller 
Str0mningen i Nettet maatte da give Anledning til mindst tre 
Sanmienst0dspunkter. 

Alle de her fremstillede Ssetninger, der, som f0r sagt, blot 
udtale kombinatoriske Love, kunne iinde Anvendelse paa saadanne 
algebraiske Forholde, der kunne afbildes ved en Forgrening eller et 
Net. Som Exempel paa Ting, der kan afbildes paa denne Vis, kan 
naevnes: Stegtregistre, Bygningsmaaden af et Bevis, et Rygtes 
Udbredelse o. s. v. 
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:^=^ 



\ I' 



EXAMENS0P6ATER. 
.De terde Skolert Afgangsexanien. Juni 1885. 

Arithmetik. 

1. At danne og opl08e de 87mmetxi9ke Ldgninger, der give 
saadaime rationale Yaerdier for a; og y, at 

(V^ + V^)* — 817 + 88 V?. 

2. Naar Btfddeme a og fi i 9U kvadratiBk logning skuUe 
tUfredsstiUa x'* m^ Ax -f- By hvorledes maa da ^ qg ;B bestemnkes 
ved disse Bidder? 

Anveodes til at finde A og B aaaledea, at x^ — Ax + -S? 
naar x^ — 32x -j- 11&6 « 0, liTonred masrkes, at der foas firo 
Udtryk fco* ;t;% parvis forslgeUige i Fortegn. 

x^ 'r4xVc^+^xy + 4yVo^+y^'^ai7 + 8BV^ 
(x + y)^ +4x^^217, 
{x + y)» , 4ay — 44« • 6. 

<^ + yr\(l2i 

For at ha, rationale x og y maa. man have 

^ + y — ± 117 
icy «« 24. 

Med 0yer$te Fortegn a; «-* 8, y — 3, 

med nederste a; — — 8, y «« — 3. 



Opl. 1. 
deles i 

ligningen 
giyer da 



2. a:** — ^ — jB — 0, 

a** — Aa — jB =« 0, 
fi"^ — A/t — B^O, 
folgelig ved Elimination b£ A og B 

1 



eller 



x^ - 



a:** x 
a^ a 1 

«»• — /«« 



a 



/« 



X — 



0, 



a-fi ' 
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Exemplet giver a; — 16 + 30 V^^^ " l ^ 

hvoraf o* — + [Vv'SSO + S + V\/289 — 8 l/^^] 

eller «* — ± (6 + SV-^), 

ligesaa ^* — + (8 — 3V^^). 

Tages disse Steirrelser med samme Fortogn, &as 

"^ «-y» *10' 

Men med modsatte Tegn give de 

altsaa a;' — + — ^ — og a;' — ^ — - — y — 1. 



Beregningsopgaye. 

Yiaklen imellem to Tai^nter til en Cirkel er givet 2cf -^ 
84^ 48' 10" tOligemed TangentvinUens Ben a -- 10' 3" (Duo** 
decimalmaal). En ret Linie igjennem Tangentemes Skjseringspunkt 
under Vinklen v — 54® 56' 18" med det ene Ben s^serer Cirklen. 
Find den Eorde, CirMen a&lgaBrer af Linien i Fod og Tommer, og 
Forholdet imellem de to Udsnit (Sektorer), som svare til de Buer, 
liYori Linien deler Periferien, udtrykt i hele TaL 

De n/adyendige Logarithmeregninger forlanges udfisfrte med 
Formler, som ere bekvemme for denne Regning. 

Opl. S»tfces C ved Centrum, M og N ved Kcadens Ende- 
punkter, F ved dens Midtpunkt, saa er 

COS U 

som sendres til 

Vsin V k sin (2u — v) 



JfiV— 2a 



cosu 
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Fremdeles faas 

urnh ^P Vsinv ,sin(2u-'v'\ 

sin MCF =» Yjp;, = r-r ^^ 

* MC ^ Sin ^., 

Disse Fonnler give 

MN = 17' g^', " 

I. MCP — 71^-13' 24". 

De to Buer imellem M.og \N"eie da 

U2^ 26' 48" eg 217^ 33' 12", 

Sektoremes Eorhold altsaa^ 

142Q 26' 48" 21367 
217« 33' 12" ~ 32633' '. 



Proj^tio2Isteg^ingy• 

« ■ 

I den vandreljte Billedplan afs8ettes» Sporet af en Plan og 
udenfor dette en Cirkol mdd en indskreveQ vilkaarlig Femkant. 
Flanens andet Spor bestemmes saaledes, at Planen danner en 
Vinkel paa 60° med den vandrette Plan, og derpaa drejes Cirklen 
med Femkanten om det vandrette Spor saaledes, at den kommer 
til at ligge i Planen. Begge Klleder (Projektioner) af Cirklen og 
Feznkanten konstrueres. 



Oeometri. 

1. Et plant Snit igjennem en af Grundfladens Eanter 1 et 
regulsert Tetraeder afskj»rer neermest Gnindfladen et nyt Tetraeder, 
hvis Yolumen er en Trediedel af det hele. Hvor stor Vinkel danner 
Snittet med Grundfladen? 

2. Efter at have bestemt- et Pnnkt indenfor en ligesidet 
Trekant, hvis Afetande fra Sideme forholde sig som 1 : Vvn : VnT, 
tages dette Fuhkt til Begyndelsespnnkt for et retvinklet Koordinat- 
system, hvis Abdcisseaxe er parallel med den forste Side (Afstanden 
a derfra betragtes som bekjendt), og hvis Ordinataxe altsaa &lder 
paa Hejden til den samme Side. Find demsBst det geometriske 
Sted for de Pimkter Jf , som have Evadratet paa deres Afistand 
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1' 

Mjr ira aenijwste Bwe ng: — af'Hektingleii if A^ndeind MQ 

og J/i2 fra de to andre Sider, disse Afstande tagne positive imod 

1 • 

Trekanten"). Ex. 1. m — 1; 2. tn. — -r-* 

4. . - 

Opl. 1. S^ttes Tetraediets Kant «» 1, saa tH finittet af d^n 

modstaaende Kant AO nederst afelgasre AE =^ — , m^ens Tre^ 

*j » 

V3 
kantens Hiajde er — . Ealdes Yinldeii imellem OA og Gnmdfladen 

Aj saa er cos il ?= l/JL, og den s0gte Yinkel v beetemt ved 

r 

hvortil svarer t; — 22® 0' 5". 

2. (Trekanten kaldes ABC, AB parallel med Abscisseaxen^ 
Ju's Projektioner paa AB, CA og CB betegnes P, Q og B. Han 
hax da m . MP* => MQ . MR. Lignlngeme fax Sideme eie 
for A]B y-\-a-=0, 



- BC —x.^-y.^ + aV 



J , . 2 , „ . m — 0, 



V^3 



-h CA a;IJ^«.-i + aV^=-0. 

2 "2 
Det 8C^ geometriske Sted bar altsaa Ligningen 

som reduceres til 

svarende til et Keglesnit med Toppunkt i Begyndelsespunktet , 
m = 1 giver en Cirkel, idet a;* -f" y* + 4 ay — 0, 

1 

m — -J- — — Parabel, — 3a;*+4ay = 0. 



*) Yed en Mis£onUaelae var her kommet til at staa: Trekantens Sider, 



no 

M^ Kluttt baniio o| •imindelig FwrtoredtiteMxaiiiM. 

Arithmetik. 

1. A lg0ber 3 Kasser Appelsmer for henholdsvis 61 fr. 98| c, 
57 fr. 68 c. og 68 fr. 61| c, Omkostningeme belabe sig til 
99\ pro Oent af Iiidkj0b8pii8eiL fbai sielger dem for 10 0re 
Stykkety hvorved han tjener 7| pro Cent Hvor ineget hayde dn 
Appelsin kostet ved Indkj0bet i danske Fenge, og hvor mange yar 
der i hver Kasse? 

1 fr. — 100 c — 76 0. 

p> — 1 

2. Ilnders0g, om den Raekke, hyi8 3 ferste Led ere =-— , 

jpy - — -^-—y er en DifFexens- eller en Evotientnikke, naar p har en 

hyilken som heist Yadrdi 

Find det almindelige Led deri og Summon af n Led. 

Vis, at Summon, naar n <» 3, bliyer 3 Qange det andet Led, og 

find den under den simpleste Form, naar p — ,^ , t^=t, 

^ V46 4- v/a7 - Vl8 

3. Af Ligningen Vx + Vx + Vx'-Vx — 3 — ^ 



Vx + Vx 
findes X. 

OpL 1. Paa hver Appelsin sdgt for 10 0re Ijenes 7} pro Cent, 

saa faas 

lOyT "■ ^' «^*^ a; — 9J ete 

for Prison paa hver i Indkj0b og Omkostninger. Disse ere 33^ 

pro Cent af Indkj0bspri8en, altsaa 

100 3 y - ^ 

i33i -=• 4- - 9l' "^"^ ^^'' ^ ■" ^ ^ 

i yirkelig Indkj0bspris. I danske Penge kostede Easserne 
51 fr. 98§ c. . — — 38,99 Kr., deraf Antallet 657, 

67-68 - . ^ — 43,26 — — — 618, 

58 . 61J - . -|- « 43,96 - - — 628 



Ill 

©* 4- 1 D* — 11 

2. Da ^-— ^^ p — « — *- » — er det en Diflfe- 

rensraekke og kan ingen ETotientreekke y»re*). Det n'te Liecl ei: 

Summen af 3 paa hyerandre fislgende Led i ea Differensrselcke 
er altid 3 Qange det mellemste, hvilket ses af 

a — d-|-a-|-a+ds=»3a. 
Her er Summen altsaa 

''^ V45 + l/27 — \/l8 ** V^ + V3 — V'a ' 
der gjort rational i Nasvneren bliver 

VTb + V^ 
8 • 

3. NsQvneren borfskaffes, saa at 

x + Vx + Vx^ — X ^sVx. 

Division med Vx gaar op og angiver Boden a; — 0, som virkelig 
tilfredsstiller den givne Ligning, selv efter at h0jre Side er for- 
kortet med Vx. Derefker faas 

l/^+l+V^^^ — 3 

eller Vx + Vx— 1 «» 2. 

Kradreret og oordnet giver denne 

2a: — 5 — — 2 Vx^ — a?, 

hvoraf igjen 16 a; ^a 25. cc = ^a 



Geometri. 

1. To Sekanter, der danne en Yinkel paa 22^ 60', skjasre en 
Cirkel saaledes, at de Buer, der ligge udenfor Yinklen, ere 131^ 50' 
og 112^ Hvor store ere de imellem Sekanteme liggende Buer? 
Drages Eordeme til disse sidste Buer, hvor store ere da Yinkleme 
i den derved frembragte Firkant? Hvor store ere Yinkleme imellem 
dens Diagonaler. 



^) Begge Dele ere kon moligt, naar alle tre Led ere lige store. 
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2. Der skal konstiueres en Cirkel med Radius r, som be- 
r0rer en given Vinkels ene Ben og af det andet afskjaerer en 
Korde, som er r Vs. 

3. Omkred^ene af en regebnsessig Ottekant og Tolvkant ere 
lige store, hver lig p; hvilken bar st0rst Areal og hvor stor er 
Forskjellen? 

Opl. 1. Af a: + y — 360« — (131° 50' + 112«) « 116<^ 10' 
og a; — y — 2 . 22^ 50' — 45^40' 
findes X « 80*> 55' og y « 36° 15 

for Bueme imeliem Sekanteme. Derefter findes Firkantens Tinkler 
at vaere SS** 32^', 73« 37 J' 96^ 27^' og 106® 22^' og den spidse 
Vinkel imeliem Diagonaleme 58® 5'. 

2. Da Korden r VS bar Afstanden — r fra Centrum, faar 

det Ben, hvorpaa Korden ligger, ogsaa Afstanden — r fra den 

denned parallele Tangent. Denne kan altsaa konstrueres og af to 
Tangenter og Radius findes Cirklen let. Der kan faas to Opl0s- 

ninger, idet der gives to linier i Afistanden -^»r fra det ene Ben, 

og disses Skjaeringspunkter med en anden linie parallel med det 
andet i A&tanden r bestemme det S0gte Centrum. Det, som ligger 
inden for YinMen kan altid bruges, det andet derimod ikke, naar 
Cirklen kun bei^rer det andet Bens Forlsengelse ud over Top- 
punktet. Da r Vs er Korden ta 120^ vil Cirklen afskjaere r Vs 
af det ene Ben og ber0re det andet i Vinklens Toppunkt, saafremt 
Vinklen netop er 60®; er den store, falder Benafringspunktet udenfor 
Toppunktet, men bvis det er mindre, falder det indenfor. Der er 
altsaa to Opl0sninger, saafremt Yinklen ikke er st0rre 
end 60®. ') 

3. Kaldes de omskrevne Cirklers Radier r og r, og deres 
faelles Omkreds p^ saa bar man 



^) Da Opgaven intet bar forlangt cm delta Pankt, bar man vistnok ingen- 
steds taget Hensyn til, at det manglede; den gjennemgaaende Mangel 
deraf viser ogsaa, at det bar ligget ud over billige Fordiinger paa det 
Standpunkt 



lis 



jp — 8r V2 — 1/2 =« 12ri V2 — ^3, 



p2 p2 

altsaa r^ — • ' r^^, r? — • ^ 



64 (2 — V2)' ^ 144 (2 - ^3)' 
Derefter blive Arealeme 

• ■"•'•« 16 2 ' 
^.. = ^'^x - 16 3 * 



Praktisk Eegning. 

1. Hos en Vexellerer byttes 500 fr., 1360 Dukater, 45 £ St. 
og 1040 Rubier i danske Penge; Yexellereren faar | pro Cent, i 
Bytte betaler han saa stort et Bel0b, som det er muligt, i Obliga- 
tioner, hvoraf hver er 85 Kroner vaard, Resten i rede Penge. 
Hvor mange Obligationer betaler ban, hvor meget i rede Penge? 

1 fr. =. 75 0re, 1 Dukat — 8 Kr. 45 0re, 1 f St. =- 17 Kr. 90 0re, 

1 Rubel — 2 Zr. 70 0re. 

2. En hul MetalkugleB ydre Overflade. er a Q', den indre 
b n'; ^'^or meget vejer den fyldt med Yand? 1 Kubikfod Yand 
vejer c ^, og en Kubikfod af Metallet vejer d ^, 

Ex, a — 4,192, b = 3,928, c — 62,047, d « 777,047. 

4 
En Kugles Overflade er ^nr^i dens Kubikindhold — yrr*, 

naar r betegner dens Radius. 

Opl. 1. Man faar 500 fr. « 375 Kr. „ 0re, 

1360 Duk. « 11492 — „ - 

45 f St. « 805 — 50 — 

1040 Rubl. — 2808 — „ — 
I Alt 15480 Kr. 50 0re, 

bvori fragaar | pro Gent 51 — 60J — , 

saa at Resten 15428 — 89f 0re, 

v. Rcokko. 8. Aargang.' g 
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diTideret med 85 giver 181 Obligationer 
og Beaten 43 Er. 89} 0re. 

2. Ealdes Badieme til de to Eugleflader £ og r, saa er 

T 
4jr' 



-v^—v: 



4 

Kugleskallen^ Vaegt er — tt (jB* — r') d, 



Vandets V«gt 




4 
3 ^^ 


•'c, 






hvilket tilsammen 


vAgjftr 












4 


[di2» 


(d- 


■ c) r»], 




og Tiaar Tallene ir 


idfores 

.04.7 1 J 




^'_ 


71fil/l 




rri 7T3 


// 4,192^ 


/'3,928y 



V v 4?! / VA 

Ved Hjselp of Logarithmer findes efterhaanden 

4" 7t (149,716 — 124,954) =■ 4" ^ • ^762 
Og endelig 103,724 QT. 



Adgangsexamen til polyteknisk LsBreanstalt. JunI 1885. 

1. a) Konstnier en Cirkel, der TSfrer to givne CirMer, deit 
ene i et givet Punkt. 

b) To givne Linier skjaere hinandeii i A, Tegn en Cirkel 
gjennem \4. og et givet Punkt R, og soin skjsBrer de givne Linier 
i to saadanne Punkter X og T, at XT gaar gjennem et givet 

Ptmkt a 

Opl. a) foraarsager ingen Yanskelighed (jfr. Jul. Petersen: 
Methodcr og Theorier. Opg. Nr. 277 eller Nr. 238). 

b) Man kjender Z. BXC. 

2. Fermat's og Wilson's Theoremer kunne udvides saaledes: 
a) Dersom ^(n) betegner Antallet af Tal, mindre end og pri- 

miske med n, og a er primisk med w, gaar w op i a'^W — 1. 
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b) Dersom P betegnbr Prodnktet af de ^(jfi) Tal, der ere 
mindre end og primiske med n, gaar n op i euten P -j- ^ ^^^ 
P— 1. 

Hvorledes bevises disse Ssetninger? 

QpL a) Betegnes de ^(n) Tal, som ere mindre end og pri- 
miske med n, ved a,, as ... a og multipliceres disse med et 
vilkaarligt a iblandt dem, saa ^ille Produkteme da^ ved Division 
med n give lutter forskjellige Rester, som netop ville vsBre alle 
Tallene a, eftersom a.a^^h^^^ (mod n) og aaj^ ^ h]^ giver h^ — ^h^ 
a{ai — aj^j), som hverken kan blive eller et Mnltiplum af n. 
F0lgelig feas ligesom ved Beviset for Format's Saetning {aa^), 

(aaj) •••(flwiy)^tt^^**^- fit i^f •••««,^«i«2 •••^«? eller a^^W^ 1 
{mod n), 

b) Ligningen ax — wy «= 1 eller ax^l (wod n) bar altid 
en og kun en Yaerdi af x mellem og »i, naar a er primisk 
med n, Ogsaa a; vil da vaere primisk med n, og da i&lge 
den udvidede Fermat'ske Sastning a^"^'*) ^ 1 (mod w), saa bliver 
a^(^) , X ^ X ^ a^^^^'^^y hvorved x kan bestemmes, naar a er 
givet. 

Vselge vi nu for a et Tal < w og primisk med w, finde vi 
paa denne Maade et saadant Tal a; < n og primisk med n, at 
ax^\. a og X kunne vsere forskjellige eller lige store. I sidste 
Tilfeelde er a^^l mod(n); samtidig er ogsaa (w— a)^^l(wodw), 
medens derimod a(n — a) ^ — 1 (mod n), 

Betragte vi altsaa alle de med n primiske Tal <; n, saa kunne 

aUe de af disse, som ikke ere B0dder i Eongniensen x^ ^1 (m^d n), 

tages sammen to og to, saa at Produktet af to sammenb0rende give 

Besten 1. Produktet af aUe disse Tal er altsaa ^ 1 (mod n). Be- 

tragtes demsQst de Tal < I2 og primiske med ^, som ere B0dder 

i a;' ^ 1 (mod n), da kunne ogsaa disse samles parvis til Pro- 

dukter af Pormen a (n — a), og hvert saadant Produkt giver Eesten 

fi 
— 1. a =- w — a er udelukket, naar n !> 2, eftersom a =« -q- 

ikke er primisk med n. Altsaa vil det samlede Produkt P af alle 
TaUene < w og primiske med n give en Rest, som enten er -|- 1 

8* 
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eller — 1; det sidste Tilfelde vil indtriBde, naar der er et ulige 
Antal Par af Bedder i Kongniensen x' ^ 1 {mod n). 

Ssetningen ses let ogsaa at gjalde for n ^- 2. 

Er n et Frimtal p, ere 1 og j) — 1 de eneste L0sninger af 
x^^l (modp)] deraf &as Wilson's Theorem [p— 1] ^ — 1 (mod p). 

Almindelig kan vises, at naar n er 2, 4, en Potens af et 
ulige Primtal (p ' inklusive) eller det dobbelte deraf, saa er Produktet 
P = — 1; i aUe andre Tilfelde er P = + 1. 

Angaaende det fdldstsendige Bevis for denne SsBtning, som man 
plejer at betegne som den udvidede Wilson'ske Saetning og som 
skyldes Oauss, kunne vi henvise til Ramus' Elementaar Algebra § 153. 

3. I et Tetraeder har det ene Hj0me Sldeme A^ P, C, de 
modstaaende Eanter a, JS, y. Hvor stort er Tetraedrets Yolumen, 
og hvor stor er Badius til den indskrevne Kugle? 

Ex. A — 70^ P — 80^ C =- 100^ 

a — 17,329, /» «- 19,715, y = 21,0007. 

OpL A&tanden ira Endepunktet af Kanten / til Cs Plan er 
bestemt ved h== ysinAsin B^^^ naar P^ er Bumvinklen mellem 
A's og Cs Planer. Man har da det S0gte Rum^Emg 

F = — a/iy sin A sin C sin P,. 

Men i&lge en af Qrundformleme i den sfaeriske Trigonometri er 

jy COS B — COS A cos C 

cos jD I ■■■ : z : xST i 

' Sin A Sin C 

hvoraf P, kan findes. Derefter er Radius til den indskrevne 

37 
Kugle r — -^, hvor er Tetraedrets Overflade. 

IndssBttes de givne YsBrdier for Vinkleme, faas 

J. 2 sin IQQ cos^ 35^ 

^^^ ' sin 70° cos 10« 

og altsaa 

sin A sin C sin B, ^^ 

V4:sin^ 35« cos^ 35* cos^ 10^ — 4 cos* 35« sin^ 10« 
— 2 cos 35® Vsin 45« sin 25^ 

eUer V^^afiy . cos 35« Vsin 45<> sin 26^ 
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Bom stemmer med den almindelige Formel 

7 — -^ a^Y ^sin s sin {$ — - A) sin (s — B) sin {s — C), 
o 

hvor S'- ^{A + B + C). 

Naar V er fondet, beregnes Tetraedrete Sidefladers Areal, den 4de 
simplest af Sideme, som findes ved de ikke logarithmiske Formler, 
der give den overskueligste Begning. 

Eegningen opstilles saaledes: 

V^ 1- afir cos 35« Vsin 45^ sin 26^ 

log i — 9-52288 

log a — 1-23878 

log fi — 1-29480 

log y ^ 1-32223 

log cos 350 — 9-91336 

i log sin 45° = 9-92475 

1 log sin 2b^ = 9-81297 

log V — 3-02977 

V — 1070-95 

=» Y /*/ «/i J. + y ra s«w 5 + Y aytf sin C + 0, 

hvor Q er Grundfladens Areal. Dette findes af de tre Sider a, 6, c, 
som bestemmes ved Idgningeme 

a^ ^fi^^yi — 2 fir cos A 

^^ "" y* + «* — 2 ^'a cos B 
c» — «» +^» -.2«/?casC. 

A^ 70** Zo^r «w A = 9-97299 log cos A '^ 9-53405 
B^ %QP Zo^r «n B — 9-99335 log cos B^^^ 9-23967 
C — 100® Zo^r sin C — 9:99335 Zo^r cos C — ^9-23967, 

Zojf a* =- 2-47756 log fiy => 2-61703 

log fi^ — 2-58960 log ya — 266101 

iogr y^ = 2-64446 % «;« — 2-53358 

7-71162 7-71162 



118 



i«'- 


388-69 






y»- 


441-OS 


y'- 


441-02 






a»-. 


300-30 


— 2fiyC08A^- 


- 283-21 






— iyaCOsB^- 
6» — 


- 126-39 


a« — 


546-60 


614-93 


loga^'- 


2-73759 






?05r 6« — 


2-78882 


a — 


23-378 






ft- 


24-798 






a' 


— 


300-30 








/«' 


= 


388-69 






— ittfi 


cosC 


=• 


118-65 





c««. 807-64 

log c^ =. 2-90722 

c— 28-419 

G = Vs(s — a){s — b)(s — c). 

s — 38-298 log s — 1-58318 

a « 23-378 s — a = 14-920 Zo^r (§ _ a) = 1-17377 

6 =3 24-798 s — l^ 13-500 Zo^r (s — 6) = 1-13033 

c = 28-419 s—c^ 9-879 Zo^r (s — c) — 0-99471 

2 s == 76-595 76-597 2 Zogr © « 4-88199 

6? — 276-05 

log \ fir sin A = 2-28899 — log 194-53 
log i ya sin B =- 225333 — log 179-20 
log \ afi sin C — 2*22590 « % 168-23 

O =- 276-05 



— 818-01 

log 3 — 0-47712 

logV= 3-02977 
3T 
r « ^. — Zoijr 2-91276 

log r « 0-59413 
r — 3-9276. 
4. To Cirkler have Radieme r og y-j og Centerlinien c. Fra 
et Punkt P traekkes der til hver af de to Cirkler en Tangent; 
R0ringspunkteme ere JF og ^j. Hvilket er det geometiiske Sted 
for P, naar 

PF+PFi— 2a? 
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Angaaende denne Opgaves L0Biiiiig henvises til »Tid8ki'. f. Math.« 
1877 S. 10, idet samme Opgave blev stillet til Adgangsexamen i 
Juni 1876. 

Bemserkning af Bedaktionen. 

Skj0nt vi ikke som saddvanlig have modtaget L0sningeTne af de 
fiidst an&rte Opgaver fin den, der bar stillet dem, have vi dog ikke 
yillet undlade at meddele udf0rlige L0sninger af de to Opgaver 
2 og 3 ; ved den sidste have vi til yderligere Oplysning om, hvor- 
ledes selve Talregningen hensigtsmseBsigst b0r opetilles, meddelt 
denne in extenso. Det er ob ikke bekjendt, om . der fordres Be- 
nyttelsen af 7-cifrede Logarithmer, men vi ant^e, at 6-cifrede ere 
tilstrsekkelige, og have derfor n0jedes med at gjennem&re Reg- 
ningen med disse, nagtet Opgivelsen af 6 Cifre for y kunde fyde 
paa, at der krsavedes en st^rre N0jagtighed. 

Samtidig skuUe vi til de nsevnte to Opgaver tillade os at 
knytte et Far kritiske Bemaerkninger. Det fizKrste Sp0rgsmaal i 
Opgave 2 slutter sig saa umiddelbart til det i L8Breb0geme an^strte 
Bevis for Format's Theorem, at det med Billighed kan forlanges be- 
svaret af enhver vel forberedt Examinand. Dette kan derimod naBppe 
siges om det andet. Yi have i det ovenfor givne Bevis saa niBJe 
som muligt holdt os tQ Texten i Beviset for solve Wilson's Saet- 
ning, saaledes som dette er gjengivet i Dr. JuL Petersons Arith- 
metik og Algebra. Om end vi intet Steds deri have gjort Brug af 
andre Forudsaetninger end dem, der maatte vsBre Meveme bekjendte 
fra LsBrebogens Bevis, og Opgaven derfor, navnlig naar den 
tidvidede Fermat'ske Saotning i Forvejen var gjennemgaaet, vilde 
egne sig fortrasffelig til Brug ved Undervisningen for at faestne i 
Erindnngen Beviset for det .Wilson'ske Theorem, saa bliver For- 
holdet et andet, naar den forehegges Meveme ^ved en Examens- 
pr0ve. Thi allerede Wilson's Saetning h0rer til de Ting, som paa 
Grund af det uvante i Bevismaaden pleje at Mde Eleveme van- 
skelige, og til Qjennem&relse af Beviset for den ndvidede Saetning 
kraeves ikke blot, at alle Detailleme af hint Bevis haves paa rede 
Haand, men ogsaa, at man netop faar Blik for, at af B0ddeme i 
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Kongruensen x^ ^l (mod n) netop a og n — a skulle parres 
sammen. Yel sker der ogsaa i Beviset for Wilsou's Ssetning noget 
lignende med Tallene 1 og p — 1, men de fleste ville her vol 
simpelthen betragte Faktoren I som vaBrende uden Betydning og 
p — 1 som for Big givende Besten — 1, saaledes at der herfra 
ikke erholdes noget Yink om det, hvorpaa det i Opgaven kommer 
an, nemlig Sammenpairmgen af a og n — a. 

At den nasvnte Opgaves sidste Del virkelig bar vasret for 
vanskelig, turde finde en Bekrseftelse i den Omstaendighed, at den 
efter Forlydende ikke skal vaere bleven l08t af nogen af Exami- 
nandeme. Imidlertid yille vi dog, da det f0rste Sp0rgsmaal ligger 
fuldstaendig indenfor Elevemes Baekkeevne, ikke ubetinget forkaste, 
at det andet medtages ved en Examen som Adgangsexamen red 
Polyteknisk Lsereanstalt, hvor Opgavestilleren selv har en vsesentlig 
Indflydelse paa Bed0mmelsen af alle Examinandemes Arbejder, og 
altsaa ved Censuren kan tage forn0dent Hensyn til Opgavemes 
Yanskeligbed. Ogsaa den Maade, hvorpaa Eleven tager fat paa 
en vanskelig Opgave, kan give et ikke uvigtigt Moment til Be- 
d0mmel3en af hans Modenhed. 

Derimod ville vi bestemt haavde, at Opgave Nr. 3 ikke burde 
have va&ret stillet, eller ialfald ktm i en noget modificeret Skikkelse. 
Som det vil ses af den meddelte L0sning^ krseves der nemlig til 
Beetemmelsen af Yolumen Benyttelsen af en af Ginindformlerne i 
den sfiaBriske Trigonometri. Selv om disse kunne 0nskes Iseste, og 
vistnok ogsaa saedvanlig blive det, kan dette dog ikke strengt taget 
fordres, efteisom der i den kgl. Besolution af 17. Juli 1857 kiin 
krseves >Plantrigonometri< til Polyteknisk Adgangsexamen. Det bliver 
derfor altid misligt at fordre Anvendelsen af sfaeriske Formler i en saa 
stor Opgave som den foreliggende, og dobbelt misligt bliver det, naar 
de skulle benyttes ved Besvarelsen af Opgavens f0rste Sp0rg8« 
maal. Thi derved feres Eleven uvilkaarlig til at anvende sin Tid 
paa dette i Stedet for strax at give sig i iMg med det andet, til 
hvis Besvarelse han ialMd er i Stand til at give et vsesentligt 
Bidrag, nemlig Beregningen af Tetraedrets Overbade. Da oveni- 
kj0bet den nsevnte Resolution ndtrykkelig opstiUer den Fordring, 
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at af de fire skriftlige Opgaver »id6tmin(i6te en udelnkkende skal 
give Lejlighed til at vise FaBidighed i praktiske Beregninger«, bliver 
det fnldstaendig utilstedeligt at gj0re Beregningsopgavens L0sning 
afhaengig af en Formel, som ikke kan fordres laart, og hvis Udle- 
delse ikke er ganske let. Opgaven kommer derved endog i direkte 
Strid med Examensfordringeme. Bortset fira, at Opgaven er tem- 
melig vidtl0ftig, vilde vi have fiindet den ret passende, hvis der 
som f0rste Sp0rgsmaal var opstillet Beregningen af Tetraedrets Over- 
flade, som andet Beregningen af Yolumen, eventuelt den indskrevne 
Eugles Eadius. Hint vilde da kunne fordres fuldstaendig besvaret 
af alle, og en flink Examinand vilde endog kunne gjennemf0re 
L0sningen fdldstsendig, medens man ved Opgaven, som den fore- 
ligger, maatte vsere forberedt paa, at selv de dygtigste udt0mte 
deres Kr»fter paa en mislykket Besvarelse af det f0rste Sp0rgsmaal 
uden engang at fea Lejlighed til foldt nd at vise, hvad de kunde 
magte af det andet, navnlig om de vare i Besiddelse af Fserdighed 
i Talre^iing. 

Ved Beregningsopgaver burde overhovedet altid iagttages den 
Eegel, at de theoretiske Udviklinger, som n0dvendig krseves, 
f0r Regningen kan ud&(res, reduoeres til det mindst muHge; der- 
imod er der intet til Hinder for, at der bagefter kommer et Sp0i^- 
maal af overvejeMe theoretisk Karakter. 

(J. P. Gram). 



L0SNING AF OPGAVERNE 373, 496 OG 518.*) 



373. Hvorledes maa a, b^ c og d vsere beskafne, naar 
alle R0dder i 

a(x + cf =- b(x + df 
skulle vaere reelle? 



^) Eadvidere have vi modtaget LssniDger af Opgaveme 399, 490, 512, 514, 
515, som ville blive meddelte i nsBste Hefte. Red. 



12a 



Den forelagte Ligning kan l^ses, idet man finder 

aj + d l/|flt| n n 



X'\' c 

w 1 



-Vlf 



Sadtte vi nu l/|-r- -1 — M, 



er 



x + d , d — c 

x+c ' ^ M— r „ 

og alle Punkteme u ligge paa en Cirkel med Radius 1/7- og 

Centrum i Nulpunktet, hvoraf &ilger, at ogsaa Punkteme x maa ligge 
paa en Cirkel (specielt en ret Idnie). Naar alle x skuUe vaere 
reelle, maa denne skjaere den reelle Axe i alle Punkteme x eller, 
naar n > 2, helt Mde sammen med Axen. Opgaven reduceres 
derved til at bestemme a, b, c og d saaledes, at x gjenneml0ber den 



n 



-w\ 



, idet u 



reelle Axe, naar u gjenneml0ber Cirklen (u, ^ 

og X antages variable og forbundne ved ovenBtaaende ligning. 
For at X skal gjenneml0be en ret Linie, er det n0dvendigt og til- 
stradkkeligt, at (u) gaar gjennem Punktet 1, hvoraf f0lger |a{ = |6| 
som den &rste Betingelse. Endvidere skal den Yinkel, som de 
rette Linier (x) eller (x -}- c) danne med den reelle Axe, vaare Nul, 
og da denne Vinkel er bestemt ved 

arg (a; + c) "^ (^^ff (d — c) — arg {u — 1), for (u — 1) uendelig lille, 
maa 

arg (d — c) — 9" = ^j ®^®^ ^^5^ (d — - c) = -^. 
Den tredje og sidste Betingelse &as ved at bemserke, at den rette 

Linie (x) skal gaa gjennem Nulpunktet, hvoraf f0lger — «> 1 

c 

eller \d\ — « \c\. 

Naar vi saette c ^^ a -{- fii, d «- y + ^^» («» fii r ^S ^ reelle), 
ere Betingelseme for, at den forelagte Ligning for n > 2 bar 
alle B0dder reelle, i&lge det ovenstaaende: 

\a\ =- |fe|, a ^ r, fi S. 

Tilfaeldene w «=» 2 og w =» 1 frembyde ingen Interesse. 
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4% 



dx. (Mathesis T. II). 

e*— 1 



496 

'0 



Ved at ind&re en ny variabel ved Substdtutionen a? — * i (I + y), 
transformeres Integialet til 

^Hi + y) 






y 



dy. 



Nu kan ^ ' ^^ for |y| < 1 lidvikles i Potensraskken 

if 

og da en saadan Potensrsekke som bekjendt er ligelig konvergent 
indenfor sit KonvergenBomiaade, er man berettiget til at inte- 
grere den fra til y < 1, ved at integrere hvert Led for sig, 
hvorved findes 



s 



''(l+!')^_y_l„.+ 'y._'j,...,. 



Denne Potensrsekke konvergerer imidlertid endnu for y ==^ 1, og 
man bar deifor i&ilge en bekjendt Saatning af Abel og Dirichlet 

,_1 Jo y * 2» ^ 3» 4* ^ 

— ^1 — 2«/ V "*" I* "^ 3^ ''" 4* "^ ■ ■ ■/ 
eller 



5 



"•'+'"*-S. 



« 

Man knnde ogsaa strax have integreret den f0rste Baekke &a til 
1 ; men det vilde da have vseret n0dvendigt at vise , at den var 
ligelig konvergent i Intervallet < y < 1. 

518. Udvikler man alle Leddene i den harmoniske 
Bsdkke i Decimalbr0k, altsaa 

y— 1,000 000 000... 
^-» 0,500 000 000... 
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4- — 0,333 333 333... 

■\- — 0,250 000 000... 
4 

0. 8. V. 

og adderer for sig Vserdierne af de w'te Decimaler, saa 

naerme disse Summer sig med voxende n til Gr83nsen 

L 10 = 2,3025 . . . Bevis dette. 

(Meissel). 

Naar E{x) betegner det st0r8te hele Tal, som er indeholdt i 
Xj indser man let, at den w'te Decimal i Decimalbr0ken for — er 

Summon af de w'te Decimaler or 

idet Summationstegnene ete udstrakte til alio Yserdier af 5, der 
ikke gj0re de enkelte Led i Summeme lig med Nul. 

-Nu bar Diriehlet bevist en Saetning, bvoraf let udledes, at 

2 ^(— )==2 2 E(—) — v'',hYOTv--E{VN). . 
s=l \s/ g^i \s/ 

Et meget simpelt Bevis for denne Saetning er givet af Dr. Julius 
Petersen, som bar bemaerket, at den S0gte Sum kan betragtes som 
Antallet af hele Kvadrater meUem de retvinklede Koordinataxer og 
Hyperblen med ligningen ocy ^= N, idet Planen taenkes delt i 
Kvadrater med Siden 1, og at Formlen da f0lger af Kurvens 
Symmetri med Hensyn til dens Axe. 

Af den anf0rte Saetning og af Uligbeden 



0<^-.^(^)<l 

= 8 \ S / 



udledes, at Summon af Yserdieme af de n'te Decimaler er lig med 

2^— —2^— — -^+ -^ + 5 
- -i 8 1 8 inn inn— 1 ' 



«=1 S s^i 8 10« 10»*- 

8^v*+l s 10« 10»»-l ^ 
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2 



hTor ^10-»v<«< 10-**+^ vS ogi; — jE?(10 *'*),>;'« ^(10 ^ ). 
Bemserke vi nu, at lAm — ^— — 1 , vil lAm — og Lim r 

begge TSBre lig 1, iiem d — 0, og den S0gte GrsensevaBrdi altsaa 

^ 1 
lig med 2 Lim 2 — . 

For at finde denne Grsensevserdi uden at benytte Integraler beh0ver 
man blot at gaa iid fra Uligheden 

--p-^<Z(l+— )<— eller 0< ^— ^— < — — r-TT' 

der viser, at 

for voxende s nsenner sig en bestemt og poaitiv Graensevaerdi, 
hvoFaf umiddelbart f0lger, at 

Lim2 2 — =-2iz>wJ^^\ = 2?>^l0 — no. 
v'+l ^ v' + 1 

Ovenstaaende Bevis lader sig Ord til andet benytte, naar vi i 
Stedet for Tital-Systemet havde benyttet et andet Talsystem med 
Grundtallet j?, kun vilde da den s£|gte GrsensevaBidi vsere blevet Ip. 

(J. L. W. V, Jensen). 



MINDRE MEDDELELSER. 



I. Den pythagoraiske LaBreeaBtning. 

For denne have vi fra Hr. cand. theol. Fenger i Ringkjobing 
modtaget til Gjennemsyn en lang Esdkke forskjellige Beviser. De 
ere af meget forskjellig Art, nogle af dem bero paa simple Omlseg- 
ninger af Mgurdelene, andre ligne mere det saedvanlige euklidiske. 
Uagtet For&tteren, som ikke er i Besiddelse af videre gaaende 
mathematiske Kundskaber, ved Opstillingen af disse Beviser ofte bar 
lagt en betydelig Opfindsomhed for Dagen, kan det dog ikke siges, 
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at den store Sfeengde af dem givflr noget egentlig nyt, og vi have 
derfor ikke fimdet tLlstneUelig Anledning til at optage dem her i 
Tidsskriftet, saa meget mere Bom der for et Far Aars Tid dden 
af en tydsk Foriatter er ndgivet en Samling af c 60 Beviser af 
lignende Art 

Der er dog to af de angivne BeviBer, som vi finde Anledning 

til at omtale. Det fiiirBte er felgende: Trekantene Eatheter vteie 

a og b, Hypotennsen c. Tegner man foist Evadratet paa a -(- 6 

(se Fig.), saa er dette lig o* + *' + 2 Rektangler ab. A&lgserer 

man nn af det nnvnte Eradrat 4 Trekant«r kongruente med den 

givne, og eaaledes beliggende som Figuren 

viser, saa fiias netop c'. Men de 4 Tre- 

kanter ere tilsammen det samme som de 

to Bektangler, altsaa er a' + &* = <'"'■ 

Det andet Bevis vilde faaa ved paa 

Figuren at bc^je de 4 trekantede Flige 

ind over Hypotenusens Eradrat. Der vilde 

da i Uidten af dette fremkomme et Evadiat 

(a — by — c* —2ab, hvoraf folger a' +6* — c*. 

Intet af disse Beviser er nyt Det sidste Andes allerede hos 
den indiske Forfatter Bhascara (i det 12te Aarfaundrede e. Chr.), 
og det ferste er det samme som Bretschneider i >Die Oeometrie 
nnd die Geometer vor Euklid* opatiUer som et, Pythagoneerne oprin- 
delig kiume have benyttet Det vides nemlig fra Proklos' Eommentar, 
at det belgendte >Vejrm0UebeviS(, som findes lios Euklid, skyldea 
denne. Saetningen var derimod bekjendt fonid og turde med Bette 
beere sit Navn den Pytliagorteiske, idet vistnok enkelte specielle 
mffelde, navnlig Anvendelsen af Trekanien med Sideme 3, 4 og 6 
til Eonstniktion af rette Vinkler, Igendtes af .£gypteme, men den 
fuldsbendige Stetning foist antages at rsere begrundet af Pythagoras 
eller bans ntenneste Disciple. 

Der er virkelig meget gode Onmde til at antage, at Pytba- 
gorteenies Udledelse ikke bar af^eget synderlig fta den her om- 
talte, ved Siden af hvilken de ogsaa kunne have kjendt Bhascara's 
Bevis, hvis Sltegtekab dermed er fremhsTet ved ovenstaaende 
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Sammenstilling. De i begge anvendte Qjaslpemidler henh0re nemlig 
under de Arealoperationer, som benyttes i Eaklids anden Bog. 
Disses hyppige Anvendelse og store Betydning i den gneske 
Mathematik, hvor de tildels tiaadte i Stedet for vor Algebra, er 
paavist i &rste A&nit af fEeglesnitslaaren i 01dtiden«, og at de ere 
ndviklede og bleve anvendte allerede af Pythagorseeme, fremgaar 
af Eudemos' ved Proklos opbevarede Meddelelse, at de derunder 
indbefattede saakaldte Fladeanlseg skyldes Pythagorseeme. 

De fremsatte Beviser knytte sig endog direkte tU S^tningeme 
4 og 7 i Euklids 2. Bog og de dertil h0rende Figurer, som under 
geometrisk Form udtrykke, at 

{a±by —a* + b^±2ab. 
Paa at disse Figurer kunne have vaeret anvendte som her for- 
modet, tyder en Form, hvori Ssetningeme endog to Gange frem- 
traBde hos Diofantos, nemlig f0lgende: I enhver retvinklet Tre- 
kant vedbliver Hypotenusens Kvadrat at vsBre et Kvadrat, naar 
man derfra traBkker eller dertil laegger det dobbelte Produkt af 
Eatheteme. Denne Ssetning, som Diofant anferer og anvender i 
taltheoretiske 0jemed, kan effcer den nmeligste Op&ttelse af Dio- 
fants Stilling blandt de graeske Mathematikere godt v8Bre en ned- 
arvet Kegel fra den grsBske Geometris f0rste Tid. 

Endnu en St0tte for Bretschneiders Antagelse angaaende det 
f0rst anf0rte kan hentes fra Plato's Dialog Menon. I denne 
benytter Sokrates nemlig til at lade Menons Slave finde ud af, 
hvorledes man skal konstruere et Kvadrat dobbelt saa stort som 
et givet, en Figur, som netop er den samme som Bretschneiders 
vil blive i det spedelle Tilfaelde, hvor Katheteme ere lige store. 

H. G. Zeuthen- 



«/ — 



II. Om Funktionen vx. 

Tor C. F. Degen hax haft for Skik at forsyne sine B0ger med 
skrevne Bemserkninger. Iblandt saadanne har jeg paa Smudsbladet 
af Grilson's Oversaettelse af Lagrange Th§orie des fonctions ana- 
lytiques fandet f0rst nogle TalvsBrdier, nemlig 



X,— 
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4og "y/n — 0,1582477 

Vn =- 1,43962 meget naer, 

log n"" — 1,6617641 \ ^ 

n"" — 36,464748 j 

log e« =» 1,1806347984c, 
og derefter Mgende Bemserkning: 

>V7 — 1,444667861 er Maximum af y/x. 
Der gives altsaa, naar a; > e, altid et y < e, saa at 

Vy — V^, saaledes er i^ = v^.« 
Den ahnindelige Bestemmelse af disse sammenli0rende Yserdier 
af X og y, som give Funktionen ligestore Yaerdier, sker let saaledes : 

Af ^x — ^ 

n I ,x I .y 

fiaas .«= — ^, 

X y 

altsaa l.x^ z ,l.y og x=^z.y^ 

feigeiig L^ + i-y — ^-^-y- 

Derved udtrykkes de sammenh0rende Yaepdier af a: og y saaledes 

yed den vilkaarUge 8t0rrelse z 

1 z 

y -= ;S^~^ X — 2:^"^ 

Man kunde for z have taget — , hvilket kun bevirker en Ombyt- 

z 

ning af a? og y. ^r .^ 2 og isr «« — give Degens Exempel. 2" — 1 

giver den ubestemte Form V\^ hvis sande Vserdi netop er Maxi- 
mumsvserdien. 

Det heri liggende Stof til Opgaver bar jeg benyttet to Gfange, 
nemlig i Januar og Juni 1883 til udvidet Forberedelsesexamen, 
jfr. Tidskriftet for 1883, S. 25—26 og 167, men det vil formentlig 
kunne gj0re yderligere Tjeneste ved den daglige Undervisning. 

Adolph Steen. 

») Urigtig. log a^ = 1,56184239 = log 36,4621596. 

(J. G.) 
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OM EN DUALISME I DEN ABSOLUTE GEOMETRI. 

(af Axel Thxtb). 



I den absolute Plangeom^ri beh0ve, som bekjendt, to rette 
(Tiinier ikke at skjsBre hinanden hverken i noget endeligt eller 
qiendelig ^emt Pimkt. 

Dette har da til F0lge, at Ssetninger, der i Almindelighed kiinne 
Revises uden Farallelaxiomets Hjselp og som udtale Egenskaber 
Ted rette liniers Skjaeringspunkter, kunne blive iUusoriske, idet 
Skjaeringspunkterae forsvinde. 

Man kunde naturligvis ogsaa her som i den ssedvanlige &eo- • 
metri gj0re Ssetningeme almengjseldende ved at indfere de imaginaere 
Punkter; men vore absolute Beviser kimde da aldrig blive af en 
rent synthetisk Natur, eftersom jo disse imagjnaere Begreber kun 
tmaatte have en analytisk Definition, hvis man ikke vilde indfore 
nye Axiomer. 

Af vore Ssetninger kan der dog i det .Tilfselde, da de ere iUu- 
soriske paa Grund af en sseregen. Lov, udledes nye, der udtale 
Egenskaber ved reelle Begreber. 

Man ombytte blot Ordene: »Punkt paa ret Linie« 
oned »Normal paa ret Linie«. 

F0r vi imidlertid gaa over til at levere en analytisk Begrun- 
•delse af dette vort Theorem, ville vi synthetisk verificere det for 
nogle enkelte Tilfselde. 

Have saaledes to rette Linier intet Punkt fselles (SkjsBrings- 
punkt), da have de, sora bekjendt, en fselles Normal. 

Denne Normal eller Dobbeltnormalen , som vi kalder den, 
erstatter altsaa Begrebet Skjaeringspunkt og omvendt. 

^^ j^g GJ l^«'^r set noget korrekt Bevis herfor, skal jeg kortelig 
:s0ge at godtgj0re Eigtigheden deraf. 

Nedfaelder man nemlig fra et Punkt p paa den ene af to liin- 
anden ikke skjaerende rette Linier en perpendikulaer q ned paa 
•den anden, saa varierer g, naar p bevaeger sig kontinuerlig. Dersom 

V. Ra?kke. 3. Aargang. 9 
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nu q ved jp's Bevsegelse i en bestemt Retning, efter at have af- 
taget, igjen begynder at voxe eller omvendt, da indses, at mani 
herved maatte faa to Yserdier af q^ der vare lige store, eller at den 
perpendikiilaere q, der halverede Stykket mellem de to omtaltes. 
Fodpunkter, maatte staa lodret paa. begge de givne Linier. 

Hvis ovenstaaende ikke finder Sted, da vilde q ved jp's Be- 
vaegelse i en bestemt Eetning stedse aftage og nserme sig en via 
GrsensevsBrdi A:, der dog efter vor Antagelse om de to rette Linier 
maa vaere st0rre end J^ul. 

Yed f0lgelig at lade p bevsege sig et uendeligt Stykke fra 
sin Udgangsstilling fik man herved en Firkant, i hvilken, som det 
let ses, lod sig konstruere et uendeligt Antal kongruente retvinklede 
Triangler, hvis ene Eathete ikke beh^vede at vsere mindre end Jcy 
og hvis anden var ganske vilkaarlig. Men heraf flod da igjen Eig- 
tigheden af ParaUelaxiomet; idet Yinkelsummen i hver af vore^ 
kongruente Triangler i saa Fald maatte vsere lig to rette*). 

Herved er da Satsen bevist, eftersom dens Modssetning leder 
til Selvmodsigelse. 

Perpendikulaereme paa Midten af et Triangels Sider ville, hvis. 
to af dem skjaere hinanden, have et fselles Punkt. 

Finder derimod Skjsering ikke Sted, da paastaa vi, at de tre- 
Perpendikulaerer have en fselles Normal. 

Trianglets Hj0rner vaere a, 6 og c samt u Dobbeltnormalen. 
til PerpendikulaBreme paa Midten af Sideme ah og be. Normaleme 
fra Trianglets Hj^mer ned paa u ses nu paa Grand af de frem- 
komne kongruente Figurer at vaere lige store. 

Men heraf f0lger jo, at Perpendikulaeren paa Midten af den 
tredie Side ac ogsaa maa staa lodret paa u. 

Yi skulle se, at foranstaaende Saetning blot er et specielt Til- 
faelde af en langt almindeligere Lov. 

Naar n Planer J?i jPa • • • •i'w SJ^nnem en ret Linie s over- 
skjaeres af en Plan g, der ikke traeffer den rette Linie, da ville de 
fremkomne n Skjaeringslinier z/., W2 • . • % have en faelles NormaL 



') Se Tilljegget Pag. 142. 
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Er nemlig v Dobbeltnonnalen til Linien $ og en af Linieme 
u, da staar, som man ser, den gjennem v paa s lodrette Plan x 
perpendikulsert paa vore n + 1 givne Planer. 

Men heraf f0lger, at alle de n Skjseringslinier u, u, • . * . % 
maa staa lodret paa Planen a?, eller hvad der bliver det samme, 
lodret paa Skjaeringslinien mellem Planeme x og g. 

Af den her beviste Sats ser man, at vor Transformation af 
Punkt til Normal gjaelder alle saadanne descriptive Saetninger, der 
kimne bevises absolut ved perflpektivisk Projektion. 

Yi gaa derpaa over til den analytiske Behandling af det op- 
stillede Theorem, idet vi til den naermere Forstaaelse af efterfol- 
gende henvise til Tillsegget 

I det e£terf0lgende faar man desuden Brug for de saakaldte 
hyperbolske Fnnktioner, der i den absolute Geometri spiller den 
samme Rolle som de goniometriske Fnnktioner i den Euklidiske. 

De vigtigste Fotmler angaaende disse Fnnktioner ere folgende: 

g^ g ^ g^ J- g '^ 

Sin X — — -TV— , Cos X 



2 ' 2 

&-»a; = ^ + ^ + ^ + ^j- + .. 



Cosa;-l + 27 + iT + 6! +••••••• . 

Cos X + Sin a? «= e^ 

Cos^ X — Sin"^ rr — 1, 

Sin (a; + w) == Sin x Cos u + Cos x Sin u, 

Sin X ^'^ -r- sin od^ Cos x = cos xi, (i = V — 1), 

m Sin X e^ — e""^ 

Tq X -^ y^ -= , 0. s. V. 

^ Cos X g^^J_|_g— « 

For Sammenlignings Skyld anfores for de goniometriske Fnnk- 
tioner Formleme : 

/y» 3 ^ O /y» 7 



mix — X g, 4- g, y, -f 



/y*2 O^* /y»U 

tX/ , (A/ tX/ 



e,,^.= l__.|-___4- 
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Af absolut geometriske Formler kan man sserlig msBrke sig: 

Sin -J- = Sin -j- . sin A, (1) 

cos A : sin B ^=* Cos -r-, (2) 

Cos -T- «= Cos -r- . Cos -r-j (3) 

Tg -Tj^ ^ Sin-j^ .igA, (4) 

Tg^^Tg^. cos B, (5) 

hvor il, J5 og C ere Vinkleme i et ved C retvinklet Triangel, 
a, 6, c henholdsyis Yinklemes modstaaende Sider, og k en Eonstant. 
Endvidere bar man, naar p og 'p* ere to modstaaende og v en 
tredie Side i en Eirkant, hvor baade jp's og r's hosliggende Yinkler 
•ere rette, at: 

Tg^^Tg^.Cos^. (6) 

Yi ville nu iidlede den rette Linies Ligning i de saBdvanlige 
Polarkoordinater og betegne disse med r og y. 

Af Formel (5) fear man da, idet q betegner den rette Linies 
Afstand fra Folen samt a denne Afstands Yinkel med Axen, 
•direkte, at: 

Tgj^^Tg^. cos (« - y) 
^ller 

cos (a — y) « Tg -|- . Cot . -^, (I) 

der altsaa forestiUer Liniens Ligning i de ordinsere Punktkoordinater. 

Yi fremstille saa Liniens -Ligning i, hvad man kan kalde 
Normalkoordinater og forstaa herved den paa vor Linie variable 
Normals Parametre q* og «', der ere at opfette paa samme Maade 
som den givne Linies Bestemmelsesstykker q og a. 

I den Firkant, der dannes ved q og q' saint ved den givne 
rette Linie og den paa samme variable Normal vsere n og m hen- 
holdsvis g's og ^"s modstaaende Sider. 

Man drage en Perpendikulaer s ned paa q fra Skjseringspunktet 
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mellem q* og n og faar da if0lge de opstOlede Foimler, idet man 
ved u forstaar det Stykke af q^ der afiskjaeres ved 8 og m, at 

Tg^^Tg^.Cos^, (7) 

Tg^^Tg'^.Cos^, (8) 

Tg^-Sin^^.tg{a~a% (9) 

fiin A — &n 1^ 5tn (a — a% (10) 

C05 -|- . C05 ^ — Cos -^ . C05 -r-. (H) 

Yed nu mellem disso Ligninger at borteliminere de fire 

fit VI s tc 

Hjaelpest^rrelser -r-, -r-, "T" ^& T" ®^^^1^®^ gjennem en noget be- 
^vaBrlig Begning Mgende Eliminationsligning: 

co3(a-a')^Tgj^.Tg^. (H) 

Denne Idgning forestUler altsaa foruden Betingelsesligningen 
forat to rette Linier skulle staa lodrette paa hinanden, tillige den 
givne rette Linies Ligning i Normalkoordinater. 

Af Ligningeme (I) og (11) ser man nu Rigtigheden af vort 
Theorem. 

m 

De kunne nemlig begge bringes paa Formen: 

A sin X 4- B cos X = Cy, (EQ) 

hvor A, B og C ere Konstanter, der udelukkende ere bestemte ved 
den givne rette Linies Parametre q og a. 

Skulde nu til Ex. n Ligninger af ovenstaaende Form tilfreds- 
stilLes af det samme YsBrdisystem x, y, saa maatte dette give sig- 
tilkjende ved en Betingelsesligning mellem de n Sset af Konstan- 
teme A, B og C. Men denne Betingelsesligning kan jo, som man 
ser, interpreteres paa to Maader, alt eftersom x og y opfattes somi 
Punktkoordinater eller som Normalkoordinater. 

I ferste Tilfselde * udtrykker Betingelsesligningen, at de n rette 
Linier, der afbilde de n givne Ligninger, gaa gjennem et reelt 
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eller imagiTia&rt Funkt, i det andet, at de have en f»lles imaginser 
-eller reel Normal. 

Ear man derfor om n rette Linier, der ere bestemte 
ved en variabel kontinuerlig Figur, bevist absolut, at 
de gaa gjennem et Punkt, hvis reel Skjsering finder 
Sted, da ville de, dersom saa ikke er Tilfseldet, alle have 
•en faelles reel Normal. 

Man indser nemlig gjennem en simpel Betragtning, at den 
Betingelsesligning, der finder Sted mellem de n rette Liniers 
variable Konstanter, fremdeles maa vedblive at gjaelde, efterat Skjse- 
iringen forsvinder, paa Grund af vor bestemmende Kgurs forudsatte 
JKontinuitet. 

Lad OS oplyse foran staaende ved et Par Exempler. 

Yed et temmelig simpelt Eaesonnement ser man, at Hojdeme 
i et Triangel, hvis Hj0mer halverer et andets Sider, skjaere hver- 
andre i et Punkt, dersom dette ydre Triangel kan indskrives i en 
•Cirkel. 

Den Ligning, der finder Sted mellem Hjajdemes Parametre 
maa nu, eftersom jo vort Triangel kan variere kontinuerlig mellem 
visse GraBnser, saaledes at SsBtningen finder Sted, altid existere, 
selv om Trianglet antager en hvilken som heist Form. 

H0jdeme maa altsaa i det Tilfselde, at de ikke skjaere hver- 
andre, have en fsBlles reel Normal 

Hvis de tre Sider, der danne vort Triangel, ikke alle skjaere 
ihinanden, faar man af denne Saetning en Maengde forskjellige 
'€orollarer, idet man erstatter Skjaeringspunkt med Begrebet Dobbelt- 
normal og erindrer, at H0jdeme analytisk talt altid skjaere hver- 
andre paa Grund af Kgurens Kontinuitet. 

Ere saaledes samtlige Hj0mer i Trianglet forsvundne, og der ved 
Indferelsen af Dobbeltnormaleme dannes en egentlig Sexkant, hvor 
.alle Yinkleme altsaa ere rette, da ville de tre Par modstaaende Siders 
Dobbeltnormaler gaa gjennem et Punkt. 

Er den fremkomne Figur en uegentlig Sexkant, o: naar to af 
^Irianglets Sider Mde paa hver sin Kant af den tredie, da ville, 
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hvis hvert Par modstaaende Sider har et Skjadringspunkt, alle tre 
ligge paa en ret Linie o. s. v. 

En Bsekke lignende Saetninger feiar man ogsaa ved at anvende 
Yor Transformation paa saadanne udartede Triangler med Hensyn 
paa YinMemes Halveringslinier, Medianeme, H0jdeme paa Hidten 
«f Sideme o. s. v. 

Saaledes feuur man, da YinkLemes Halveringslinier i en brdinser 
Trekant skjasre hverandi'e i et Punkt, at i en ssedvanlig Sexkant, 
iivor alleYinkleme ere lige store, der ville PerpendikulaBreme paa 
Midten af Sideme skjsere hverandre tre og tre i to Punkter. 

Er Sexkanten en uegentlig, da ville de to Grupper af de sex 
Midtpunktsperpendiktilaerer hver liave en faelles Normal. 

Af Ligning (IQ) ser man altsaa, at naar n rette linier have et 
faelles analytisk Skjseringspunkt, da have de ogsaa en fadlles Normal. 
Men heraf folger, at der til hvert Punkt i Planen maa svare en 
Ibestemt ret Linie og til hver ret Linie et bestemt Punkt. 

Den til Punktet svarende rette Linie er saaledes til Ex. Dobbelt- 
normalen til to vilkaarlige gjennem Punktet gaaende rette Linier. 

Dette Besultat kan man imidlertid ogsaa let erholde uden at 
ty til Ligning (HE). 

Af Eormleme (2) og (3) faar man nemlig, at i yort f0r omtalte 
tretvinklede Triangel er 

Cos -^ ^^ cos A: sin B 

•og Cos -TT — Cos -J- . Cos -r-. 

F0lgelig bliver, naar s og p henholdsvis er Side og Grond- 
linie i et ligebenet Triangel, hvor Topvinklen er a^ og fi St0r- 
Tolsen af de to andre, idet Hjajden drages som HjsBlpelinie: 

Cos ^^ cos ^ : sin fi 

^Og Cos "TT ==^ ^^^ "q" ^^^ /*• 

Ssetter man nu her /S =» — , saa faas: 
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n V a P ' 

Cos ^^COS-j^COS^t 

og Cos 1- = = COS -r- i- 

k k 

Da 8 skal vsere lig p^ naar a — /tf, og p skal v«re lig Nul^ 
naar de to Sider s ere sammenfaldende eller a^'Oy saa fiaar maik 
folgelig : 

5 = -^ Ae. 

Af den f0rste af disse to Ligninger &lger, at Yinklen mellem 
to rette Linier er proportional med Dobbeltnonnalen til sammej; 
og af den anden, at Dobbeltnormalens Afstand &a de rette Liniers 

Skjseringspunkt er uafhaengig af Yinklen a samt konstant lig — ki.. 

Enhver ret Linie gjeiinem Toppunktet for Vinklen a staar- 
altsaa lodret paa Dobbeltaormalen p^ eller med andre Ord: have n 
rette Linier et fsBlles Punkt, da liave de ogsaa en faelles Normal. 

Man ser endvidere af ovenstaaende , at den rette Linie er at; 

betragte som en Cirkel med Eadius — A:/, hvilket imidlertid er en 

allerede bekjendt Sandhed. Til hver ret Linie- svarer altsaa et 
bestemt Punkt og omvendt. Ligeledes svarer, ser man, to rette- 
Liniers Skjseringspunkt til Forbindelseslinien mellem deres tilordnede 
Punkter og omvendt. 

Yi kunde ogsaa have udledet vort Theorem ved at anstiUe 
Betragtninger over visse Forholde paa Knglen. 

Gaar inan nemlig ud fra, som bevist, at Parallelaxiomet gJ8Blder 
for uendelig smaa Pigiu:er, samt at to Planers B0jningsvinkel er* 
ganske nafhaengig af Toppimktets Beliggenhed paa Planemes SkjaB- 
ringslinie, da fear man, at den sfseriske Trigonometri gjaelder uaf- 
hsengig af Parallelaxiomet, eftersom altsaa de optrsedende Yinkler 
i et sfserisk Triangel blive uforandrede, naar Kuglens Eadius, 
varierer, medens til Ex. Storcirkelplaneme gjennem Sideme be- 
holde sin Stilling uforandret, og lig Yinkleme, idet Eadien for- 
svinder. 
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Men f0lge]ig vil Trigonometrien paa Englen kun adskille sig 
fta den plane absolute Trigonometri ved visse hiajere indgaaende^ 
Enheder eller Konstanter. 

Saaledes fear man til Ex. for det retvinklede Triangel paan 
Euglen: 

cos c — cos a . cos b 

eUer Cos 4- « Co5 -^ . Cos ^, (12)^ 

hvor altsaa a, ft, c ere Yinkler. 

Man kan imidlertid ogsaa give Sideme Betydning af Lsengder, 
idet det erindres, at Omkredsen af en Cirkel med Kadius r er lig 

T 

2 7ilc Sin -J-. 
Den til Side a etc. svarende Yinkel bliver da, naar r err; 
Zuglens Eadius, lig , og f0lgelig kan Fomel (12) ogsaa. 



skrives : 



k Sin -7- 
k 



Cos =« Cos . Cos ) 

ik Sin -,- i k Sin -r- ik Sin 



hvor a, 6, c nu ere visse Lsengder. 

Yi ville saaledes se, at de sfaerisk trigonometriske Fonnler kun^ 

adskille sig fra de plane absolute derved, at Konstanten ik Sin j- 

traBder i Stedet for Konstanten k, eUer at blot Konstanten i trader 
i Stedet for k, naar rigtignok Sideme have Betydning af Yinkler. 

Heraf f0lger, at alle de Ssetninger, der kunne bevises absolut 
i Planen, og hvor Konstanten k ingen Indflydelse faar, maa ogsaa. 
gjaelde paa Kuglen. 

Men paa Kuglen ser man ved en direkte Kongruensbe- 
tragtning, at to Storcirkler stedse have en paa dpm begge lodret 
Storcirkel , hvis sfseriske Afstand fra de to oprindelige Storcirklers 
ene Skjseringspunkt er aldeles uafhsengig af Yinklen mellem disse.. 

Have altsaa n Storcirkler et fselles Punkt, da have de ogsaa- 
en fsBlles Normal. 
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Dette maatte man naturligvis ogsaa have kunnet komme til 
ved at anvende den sfffiiiske Trigonometri, og folgelig vil oven- 
staaende Saatniiig, som man uden Yanskelighed indser, ogsaa gjaslde 
i Planen. 

Af vort Theorem, der udtaler, at imaginaert Punkt paa let Linie 
kan ombyttes med reel Normal til Linien og omvendt, flyder nu 
flere ejendommelige Undersaetninger. 

Som et Exempel herpaa kan nsBvnes folgende Sats: 

Hvis n Far rette Linier kunne bevises absolut at have sine 
Skj83ring8punkter beliggende paa en ret Linie, da vil, naar den 
bestemmende Figur har antaget et saadant Udseende, at Linieme 
i intet af de n Par skjaere hinanden, de n Pars Dobbeltperpen- 
dikulsdrer enten skjaere hinanden i et Punkt eller ogsaa alle have 
.en fadlles Normal. 

Dersom Linieme i m af Parrene ikke skjssre hinanden, da vil 
disses Dobbeltnormaler staa lodret paa en ret Linie, der gaar 
gjennem de 0vrige n-^m Pars Skjaeringspunkter. 

Er altsaa m < w, da kan de omtalte Dobbeltnormaler aldrig 
skjsere hinanden i noget reelt Punkt. 

Vi gaa saa over tQ at unders0ge, hvorledes det har sig i 
Bummet, naar Skjseringspimktet meUem Plan og ret Linie eller 
naar Skjseringslinien meUem to Planer forsvinder. 

Yi paastaa, at naar to Planer ikke skjaere hinanden, da gives 
*der en og kun en ret Linie, der staar lodret paa dem begge. 

Man overskjsere de to Planer med en vilkaarlig tredie Plan. 

Ojennem de to fremkomne Skjaeringsliniers Dobbeltnormal 
IsBgges saaen fjerde Plan lodret paa den sidstnevnte; hvilken Qerde 
Plan, som man ser, maa staa lodret paa begge de to givne, og 
f0lgelig vil Dobbeltnormalen tQ Skjaeringslinieme mellem den i^erde 
og de to &rst nadvnte Planer staa lodret paa begge disse. 

Yi kunne qgsaa let bevise dette paa en noget anden Maade. 

Til Planemes S^'asringslinie, den vsBre reel eller imaginsBr, 

svarer nemlig i hver Plan et bestemt Punkt Forbindelseslinien 

mellem disse to Punkter vil da staa lodret paa de to givne Planer, 

•eftersom man jo ved at forbinde to Punkter n^ og ^i, paa Pla- 
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iiemes SkjaBimgsliiiie med dennes to tilordnede Punkter j)| og P2y 
Til &a frem de to ligebenede, ved Grundlinien retvinklede Tn- 

^gler jj, w, Pa og Pi "2^2; i<i®* 

Da altsaa alle de fire Yinkler: N,p,p27 ^yjPiP2) ^il'2Pi ^S 
'n^PiPi ere rette, maa f0lgelig Linien P1P2 ^^ lodret paa begge 
•de givne Planer. 

Heraf kan man imidlertid drage den Slutning, at der til hver 
tet Linie i Bummet svarer en anden ret Lime, hvilke to Linier 
ihave den Egenskab, at Afstanden fra et vilkaarligt Punkt paa den 

•ene til et vilkaarligt Punkt paa den anden er konstant lig — Id. 

Dersom tre Planer ikke skjaere hverandre i noget reelt Punkt, 
'da gives der, paastaa vi, en paa dem alle lodret Plan. 

Denne Ssetning have vi egentlig bevist en (jlang tidligere. 
Han indser den imidlertid ogsaa let paa en anden Maade. 

AfsaBttes nemlig fra de tre Planers analytiske Skjaeringspunkt 

•et Stykke — lii paa Planemes SkjaBringslinier, da staar jo den 

Plan, der gaar gjennem disse Stykkers ikke sammenMdende Ende- 
punkter, lodret paa de tre givne Planer paa Grund af de dannede 
•rette Yinkler. 

Til hvert Punkt i Eummet svarer der saaledes en bestemt 
Plan og omvendt. 

Man vil, i Analogi med, hvad der fandt Sted i Planen, finde: 
•at absolut beviste Sastninger, der udtale deskriptive 
Egenskaber ved Planers Skjseringslinier eller Skjse- 
-ringspunkter, ville, naar de blive illusoriske, idet 
•de omtalte Begreber forsvinde reelt, fremdeles gjaelde, 
?naar man blot ombytter Ordene: Punkt i en Plan med 
Normalplan paa Plan og ret Linie i en Plan med normal 
ret Linie paa Plan. 

Saaledes vil £ Ex. til de uendelig mange fselles Punkter paa 
ito Planers Skjseringslinie svare de uendelig mange gjennem to 



140 

liinanden ikke skjsBrende Planers Dobbeltnormal gaaende paa diss^ 
lodrette Planer. 

Lignende Ssetninger 8om ovenstaaende vil man naturligvia- 
ogsaa kunne ndlede for Hum med flare end to og tre Dimensioner; 
men vi skulle indskrsenke os til det allerede anforte. 

Lad OS imidlertid til Slutning give en Men Anvendelse af det 
foran gaaende, idet vi synthetisk ved Hjaelp af Humbetragtninger 
— en Metliode, som undertiden er sserdeles hensigtsmsessig — 
ville bevise folgende plane Ssetning: 

Dersom ingen af Linieme i de tre Par ydre fselles Tangenter- 
til tre Cirkler skjsere hinanden, da vil de tre Tangentpars Dobbelt-- 
normaler enten gaa gjennem et Pimkt eller ogsaa have en fsBlles. 
Normal. 

Lad OS fomdskikke et Par Bemserkninger: 

Drejes den ene af to hinanden ikke skjserende rette Linier 
om den anden, fremkommer en Flade, som man kan kalde en 
Cylinder, og de to rette Liniers Dobbeltnormal beskriver da sam- 
tidig en Plan lodret paa denne Cylinders Qeneratricer. 

Man ser endvidere paa Grund af Kongruensaxiomet, at hvis, 
en saadan Cylinder tangeres af to Planer, da vil Cylinderens. 
Normalplan enten staa lodret paa de to Tangentplaners Skjserings- 
linie, hvis de have en saadan, eller ogsaa gaa gjennem de to Planers: 
Dobbeltnormal, ifald de altsaa ikke skjaere hinanden. 

Gjennem vore tre givne Cirkler som Storcirkler Isegge man. 
saa tre Kugler og til disse Kugler igjen tre tangerende Cylindre. 

Disse Cylindre ses mi at tangere de to ydre Feellestangent- 
planer til de tre Kugler, og f0lgelig maa Cylindrenes tre Normal- 
planer alle staa lodret paa de to Tangentplaners Skjaeringslinie^ 
hvis en saadan existerer, eller ogsaa, hvis saa ej er TilfaBlde, alle- 
gaa gjennem de to Tangentplaners Faellesnormal. 

Men heraf f0lger igjen direkte vor plane Ssetning. 
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Tilteg. 

For at lette Forstaaelsen af nservserende Afhandling for dem 
^ Tidsskriftets LsBsere, der maatte ysere ubelcjendte med den ab- 
solute Qeometns Ysesen, skal jeg efter Amnodning af Bedaktionen 
saa vidt n^ulig give et i korte Trask orienterende Tillseg. 

Alle mathematiske Sastninger kunne, vide vi, f0res tilbage til 
visse Grundsandheder, Axiomeme, der umiddelbart op&ttes som 
selvindlysende. 

Giver man nu disse Axiomer en saa prsecis og klar Udtale, at 
de ikke slippe en bort mellem Haendeme, viser det sig blandt 
andet, at de ordne sig i visse Grupper; idet der mellem enkelte 
bestaar sseregne Forbindelser, medens andre derimod ere ganske 
uafhaengige af hverandre. 

Yi have saaledes til ExempeL at Saetningen om Trianglets 
Vinkelsum opfettet som Axiom ikke kan bevises ved lutter to- 
■dimensionale Kongruensbetragtninger. 

Lod nemlig dette sig gj0re, maatte Summon af Yinkleme i 
•ethvert sfeerisk Triangel ogsaa vaere to rette, eftersom de samme 
Eongruenssaetninger iinde Sted paa Kuglen som i Planen, naar 
Storcirklen der taenkes at svare til Planens rette Linie. 

Man ser heraf let, at der ikke bestaar nogen Sammenhasng 
•mellem Parallel- og Kongruensaxiomet i den ovenfor naevnte 
Forstand. 

En Geometri, der er opbygget paa den Forudsaetning, at 
Parallelaxiomet er fejlagtigt, kaldes gjeme absolut eller »ikke 
•euklidiskcc og leder ved Anvendelse af de saedvanlige Axiomer ikke 
til Selvmodsigelser'). 

Den deler sig i to vaesentlige Afdelinger, alt eftersom den 
rette Linie antages at vaere ubegraenset eller endelig og i sig selv 
-tilbagetobende. 

Holder man sig til den f0rste Forudsaetning, saa indses, at 
Summen af Yinkleme i et Triangel er mindre end to rette. Da 



^) Man taenker sig undortidcn her Parallelaxiomet blot ikke aavendt, hvor- 
ved denne Geometri ikke kommer i Strid mcd den saedvanlige, men kun 
-bliver more almindelig end denno. 
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(lette imidlertid allerede fer er m&t i Tidsskriftet (1883, S. 7), skal 
jeg ikke gaa nsermere ind herpaa. 

En Konsekvens af foran staaende Ssetning er folgende. Det 
er umuligt om et vilkaarligt Antal givne uden for hinanden liggende- 
kongruente Triangler altid at konstmere en ^-Kant, hvor n er et 
givet Tal. 

Var nemlig dette muligt, vilde man ved at forbinde de givne 
Trianglers Hj0rner indbyrdes og med ^-Eantens iaa denne delt i 
p -\- q Triangler, hvor p var Antallet af de givne. Betegnes nu 
disses Vinkelsiim med p{2B — «), Vinkelsummen af de q Triangler 
med 2qB — r, samt n-Eantens med 2i2 (n — 2) — r, da erholdesi 

p(2i2-fi)-i-2^i2 — r — 2B{n — 2)--v + 4tR.3p, 
hvilken Ligning, idet man efter Eulers Formel for den fremkomne 
netformige Figur bar: q==- bp -{- n — 2^ reduoeres til: 

p . s =» V — r 

V — T 

eller 9 ==* • 

Da p her er vilkaarlig, 8 positiv eller Nul og v en endelig St0rrelse^ 
maa s vaere Nul, hvilket imidlertid vilde f0re til Parallelaxiomets 
Kigtighed, eftersom dette, hvad Legendre f0r8t bar vist, finder Sted^ 
bvis Summon af Yinkleme i 6t Triangel er to rette. 

Staa to Linier pq og rs begge lodrette paa Linien sq og er 
pg — rs, da vil if0lge Saetningen om Trekantens Yinkelsmn rp 
voxe med pq, 

Heraf maa da igjen f0lge, hvis de ssedvanlige mekaniske 
Qrundssetninger holde Stik, at et Legeme, der er sat i Bevaegelse^ 
af sig. selv vil standse, idet der i samme ved Bevsegelsen opstaar 
en Stramning. De mekaniske Love maa f0lgelig forandres adskilligt 
ved Antagelsen af Parallelaxiomets Fejlagtighed. 

Af den tidligere beviste Saetning f0lger, at et Triangel, der 
omslutter et andet, har en mindre Vinkelsum end dette. 

Lader man derfor Siden til Ex. i et ligesidet Triangel variere, 
saa varierer herved Yinklen entydig, og man vilde paa denne 
Maade faa et absolut Maal for Laengder, der altsaa lod sig maale 
ved Vinkler. 
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Fastholder man Bummets Eontinuitet i den absolute Geometri,. 
ser man, at naar et Triangels tre Sider naenne sig kontinuerlig 
mod Nul, da nsermer Yinkelsummen sig kontiniierllg mod to rette, 
idet denne, naar Sideme gaar gjennem et Ponkt, netop er to rette. 

Det lader sig ogsaa paavise, hvilket ovenstaaende maa give en 
st88rk Formodning om, at den euklidiske Oeometri gjselder uaf- 
hsengig af Parallelaxiomet for Figurer med nendelig smaa Di- 
mensioner. 

I den ssBdvanlige Geometri ledes man til Antagelsen af et 
uendelig IQemt Pnnkt paa den rette Linie; her bliver man n0dt 
til at antage to saadanne Punkter. Taenkes den rette Linie at 
vaere endelig, gives der ingen reelle uendelig Qeme Punkter. 

Yed Hj8elp af rent element»re Midler kunne vi paa Basis af 
Saetningen om Trekantens Yinkelsum udlede en hel Bsekke andre 
Uligheder*). Saaledes lod sig blandt andet bevise, at Hypotenusens 
Kvadrat i et retvinklet Triangel er st0rre end Summon af Kathe- 
temes Kvadrater; men vi ville lade os n0je med det allerede anf0rte 
og strax s0ge at fremstille virkelige positive Relationer af gjen- 
nemgribende Betydning. 

Jeg vil da gaa den samme Yej, som er fulgt af J. Frischauf 
i bans »Elemente der absoluten Geometric*, hvoraf efterf0lgende er 
et kort Uddrag2). 

Det er klart, at den euklidiske Geometri maa gjaelde paa en 
Kugleflade med uendelig stor Badius, den saakaldte GraBUse- 
flade, hvor den rette Linie er erstattet ved de uendelige Storcirkler, 
der kaldes Graenselinier *). Man indser desuden let, at alle 
Grsenseflader og alle Grsenselinier maa vsere kongruente. 

Yi ville nu. bevise f0lgende Ssetning. Sinus til en af de spidse 



^) Se A. Thue: »Et bidrag til den absolute geometri*. Arch, for Math, og 

Naturvidenskab 1885. 
*) Foruden ovenDaBvnte Yserk kan ogsaa henvises til F. Klein. Uber die 

sogenante nichteuklidiske Geometrie. Math. Annalen. Bd. 4. 
^) Af Formlen for Arealet af et sfserisk Triangel udtrykt ved Knglens Over- 

flade og dets Vinkelsnm ses nemlig, da denne Formel kan udledes uaf- 

haengig af Parallelaxiomet, at Vinkelsnramen for alle endelige Triangler 

maa v»re to rette. 



Vinkler i et retvinklet Triangel er lig Forholdet mellem de Cirkel- 

-periferier, hvis Badier henholdsvis ere Yinklens modstaaende Eathete 

•eg ^Hypotenusen. 

Trianglet vaBre pqr^ og q den rette Yinkels Toppunkt. 

^jennem p oprejses paa Trianglets Plan en Perpendikulser, fra 

•hvis ene uendelig fleme Punkt u der traekkes rette Linier til 

'Trianglets Hj0mer. Disse Linier bestemme nu paa Grsensefladen 

gjennem r og om m som Centrum et Triangel p'q'r, hvor 

Z. p'q'r — jB og Z. q'p'r = Z- qpr. 

Men nu er: 

27rrq* (rq) 

2nrp* {rp) 
idet man ved (x) forstaar Omkredsen af en Cirkel med Eadius x, 

Der vasre givet en Grsensebue n og en Normal til samme af 
Lsengden p. Gjenneml0ber nu dennes Fodpunkt Buen w, saa be- 
skriver dens andet Endepunkt ogsaa en Graensebue w, og man ser, 
-at Forholdet meUem disse Graensebuer blot afhsenger af deres 
Afstand p, Er derfor k den Afstand, som to Grsenselinier i samme 
Plan maa have, for at deres Forhold skal vsere e, finder man For- 
holdet, naar Afstanden er jp, ved at sammenligne begge Forhold 
med Forholdet mellem to Graenselinier, hvis Afstand er et Maal 
for Zc og 2?, idet man altsaa an vender Saetningen, at Forholdet 
-mellem to Graensebuer, afskaarne» paa den ovenfor angivne Maade, 
-er konstant, naar Afstanden mellem dem er det. 

Man finder Forholdet, naar Afstanden er /?, at vaere: 

Ic gives her gjerne en saadan Yaerdi, at e betyder Grundtallet i det 

naturlige Logarithmesystem. 

Ere ah og cd to ligelobende Graensebuer og ac og hd lodrette 

T ah bin ach 

paa begge, da er — =- = -. — -->• 
^ cd sin cbd 

Nedfaeldes nemlig paa hd og ac Perpendikulaererne cf og 6e, 

'faas : 

ah __ 2n ah _ {ho) _^ sin ach (be) _ sin ach 

cd 'Jtt cd (cf) sin cbd (he) sin cbd 
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Afistanden fra et Punkt q til en given ret Linie vffire p. 

Yi ville 80ge den Yinkel /(p), som p danner med Forbindel- 
seslinien mellem g og et af de uenddig Qeme Punkter v paa den 
giTne linie. 

Idet u er p's Fodpunkt, vaBre 9' det til 9 med Hensyn til 
Linien uv symmetdske Punkt Man har da, naar v' er et af de 
aende% §eme Punkter paa p, at Perpendikulaareme qr og q'r^ 
ned paa w*^ der jo maa ligge i endelig Afstand fra u, henholdsvis 
halyere Vinkleme Z. vg^^' og /L vq*v. 

Om t; som Centrum treekker man gjennem q og q* en QxsBnse- 
linie, der skjserer w* i h, Demaest om v' som Centrum Grsense- 
linier gjennem r, r' og A, liyilke trsBfPe gg/ i s, s* og A' samt 
endelig GrsBul^elinier gjennem g og g', der skjaere w* i n og n'. 

Nu har man: 

gs — nr — rA — «A', 
og paa samme Vis gV «=• 5'A', 

eller heraf jp c= g^ — gV. 

Endvidere er: 

Of 

og ^;-; =« e '^^ == 5f» B : «n i (2i2 — /(p)). 

Heraf fear man da endelig: 

P 
cotg \f(v) — e*. 

Forholdet mellem en vilkaarlig Kurve paa en Flade, der er 
det geometriske Sted for alle Punkter med en konstant Afstand 
A fra en given Plan og denne Kurves Projektion ned paa Planen, 
er, som man ser, blot afhaengig af h. 

Men heraf f0lger, at i Firkanten pgfs, hvor Vinkleme |?, g 
og r er rette, der har man, at Forholdet {sr) : (pg) er konstant, 
naar ps er det; hvilket indses ved blot at betragte den Omdrej- 
ningsfigur, der fremkommer ved Firkaniens Rotation om qr. Vi 
liave imidlertid videre: 

V. lUckko. 8, Aargang:. 10 
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(sr) : ( pg) — sin sqr (sq) : gin qsp (sq) «= sin sqr isinqsp 

— 1 : 8inf(sp) — i (^* + ^. ^) *" ^<^ x*" 
hvilke sidste Ligninger erholdes ved at lade pq voxe over alle^ 
Oraenser og samtidig erindre, at vort Forhold forbtiver konstant 

Yi have alfsaa her bevist f0lgende mserkelige Sats. Naar ent 
Eathete i et retviilMet Tiiangel er konstant, da er Forholdet meilem> 
den modstaaende Yinkels cosintis og den hosliggende spidse Yinkels 
sinus ogsaa konstant og lig den oven staaende Funktion af Eatheten. 

Er wwp et ved w retvinklet Triangel og q et Pimkt paa np^. 
da etholdes let af de ovenfor fremstillede Eelatioiler: 

(np) : (nq) ^^ cot p : cat q. 

Forbindes riu et af de nendelig §enie Punkter v paa mn metf 
P og q, gjennem hvilke der desuden om v som Centram tegges- 
Gisenselinier, skjaBrende mn i p' og g^ da haves: 

pp* : qq' =« (np) : (nq) '^ cot p : cot q 
og p'p : qq' — cot f (np) : cot f (nq), 

eiler pp' : cot f (np) =— qq' : cotf(nq) = c = konst., 
eller pp' « c . cotf(np). 

Nu nsermer, som man ser, Broken: 

pp' c CQtf(np) 
np np 

sig med forsvindende np mod Enheden, hvoraf man gjennem en* 

lille Regning, idet Yaerdien af cot ^ f(np) erindres, fear 

c =* k. 

Altsaa bliver pp* =» k cotf(np\ 

eller (np) «-» 27rpp' '-^ 2nk cotf(np\ 

eller, idet np saettes lig x og Yaerdien for cotf(np) indf0res: 

X X 

(x) =• 7ri(e* — e ^). 
Yed Hjaelp af den her fundne Formel for Cirkelperiferiens 
Laengde udtrykt ved dens Radius og de tidligere fundne Ssetninger 
kan man da uden videre udlede aUe i den absolute Trigonometri 
forekommende Relationer, hvorved ethvert absolut geometrisk Problem 
er vaesentlig reduceret til et rent algebraisk. 
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EN UDLEDELSE AF DUHAMEL'S KONVERGENS- 

BETINGELSE. 

(Et Bmdstjkke af mine Eorekesninger^). 
(af H. G. Zeuthen). 



Cauchy's Konvergenskriterium bliver ubnigeligt, naar 

Lim -5±_ .^ 1. 



u 



n 



I dette Tilfaelde kan man benytte folgende Oi^skriTning af RaBkkeny 
som vi forel0big lade vaere endelig: 

5,j "^ M| -|- 1^2 -p . • . . W|| 

=- (tfc, — Mjj) + 2 (m, — W3) + 3 (W3 — u^) + . . . 

+ (w — 1) (w^_i — u^ + nun^ 
Her ville vi f0r8t for at vinde en Raekke til Sammenligning antage, 
at overalt 



m 



\«m+l ■ / «* 



+i 



m 



wi + a 



hvorved Baskken bliver til 



+ 



1.2.3 



ay"T 



(l + a)(2 + «) ' (l + «)(2 + a)(3 + a) 
Man udleder da af de to Former for R^ekken, at 

eller 

a — 1 
Da 5^ ikke kan blive negativ (idet alle Leddene i Reekken antages 
positive), medf0rer a > 1, at aw, > w . z*„. Heraf folger, at for 
a > 1 Sy^ vedbliver at vsere endelig, naar n voxer i det uende- 



') Ved denne Betegnelse onskor jeg her, og livor jeg senere maatte finde 
Anledning til at bnige den, at angivo, at jeg ikke biinger noget viden- 
skabelig nyt. Den benyttede Omskrivning er anvendt i Prof. Opper- 
inann*s simple Bevis for Duhamel's Konvergensbetingelse (Tidsskr. f. 
Mathem. 1878. S. 145. Min Udledelse er kun en saadau Omformning 
af bans, hvorved jeg tillige faar et Graenseudtryk for Resten. 

10* 
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lige, eller at Ibdkken er konvergent, og heraf f0lger atter^) at 
lAm nu^ ">• 0. 

Man &ar da for den uendelige Baekke 

8 — Lim 8^ — -r • 

^ a — 1 

Den Pejl, der begaas ved at standse med Leddet tt„, er 

n .Um 
tf — 1 

Det fundne Besultat finder Anvendelse paa enhver BaBkke, hvorom 

man y6d, at for n > r bliver overalt 

n(— l) >«>!, ogalteaa^*??±^<— ^. 

Man finder nemlig da 
« — «ii — «*n+l + «*n+2 + • • • 

^ '*'» Vw + a ^ (n + a) (« + « + 1 ) / 

Denne GraansevaBrdi er imidlertid den samme Best som ovenfor 

beregnedes. Altsaa er 



8 — 8n< 



n.u^ 



a — I 

Idet tillige u^ er mindre end det tilsvarende Led i den med 
n^ begyndende Baekke af den ovenfor beskrevne Art, bliyer 

Lim n . u^ =• Oj altsaa Lim (« — ««)"" ^• 

Heraf &lger, at en Rsekke bliver konvergent, naar 

(^n \ 
II > 1 (DuhamePs Konvergensbetin- 

gelse); thi er denne opiyldt, kan man, naar a er en vilkaarlig 
St^rrelse mellem 1 og den fdndne Orsense, altid bestemme r saa 

1 I > a > 1. 

—^ 1 1 < 1 bHver Urn — ^-1-JL^+i 



^) DeUe yar yist forad i ForelsBsningen ved Sammenligning med den har- 
moniske Bsakke. 
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< 0, n .u^ Toxer attsaa med n og fidgelig er Litn nu^ > 0. 

« 

B»kken Uiver altsaa diyeigent 

Er Lim n I — 1 ) »> 1, maa Eonvergensen imders^ges 

ad andre Yeje. 



INDF0RELSEN AF EEGNING MED DECIMALBR0KER I 

DANMARK. 

(av S. a. Ghbistensen). 



Decimalbi^ker vare som Br0ker med NsBvnere 10, 100 o. s. v. 
kjendte og brugte med Fordel, inden man tsenkte paa den saBrlige Op- 
Bkriyningsmaade. Allerede i det 12te Aarhundrede har man et Til- 
fselde af deres Anvendelse ved Uddra^iing af Kvadratr0dder. Dette 
gjentager sig hyppigere og hyppigere i det 15de og 16de Aar- 
hundrede, saaledes at det gik over i Eegneb0geme; vi nsevne her 
Rudolff s^) og Ryses^), fordi de vare kjendte herhjemme, de 
tilh0rte den ferste Halvdel af det 16de Aarhnndrede. Hudolff gaar 
et Skridt laengere. Iblandt Nemheder ved Division naevnes Division 
med 10, 100 . . ved Afskjaering af de sidste Cifre. Begge disse 
findes i Glaus Lauritsen Skavbos Regnebog^) fra 1552, og 
efter ham have de senere danske Eegnebogsfor&ttere det samme. 
Endnu var man ikke naaet til OpstHlingen af Decimalbr0kemey 
dette Skridt foretager f^rst Simon Stevin, der tiUige l»rer at 
regne med dem. Han ndgav herom et liUe Skrift »La Disme« 



^) Eiinstliche rechnnng mit der zifer. Ntimberg 1540. 8vo. (iindes 

paa det st. kgL Bibl.)* 
^ Bechnung auf der Lmien imd Tedem. 1550. 8vo. (En senere Udgave 

1556 findes paa det st. kgL BibL). 
^) Arithmetica Begnekonst, Bode med Cyphret oc regnepenningh. Paris 

1552. Forfatteren var senere Professor ved Universitetet fra 1555—1590, 

tost i Mathematik til 1564, senere i Fynk. 
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1685 , hyori danne ny Lsere for ftrste Qang fremstilledes. . Hans 
Betegnelsesmaade er noget yidtl^ftig og abekrem, men ataiminftr 
vist fra Sexagesimalbr0kerne, hvormed Astronomeme regnede, og 
hvis Theori var fiildt udviklet, saaledes at d^n kunde danne et 
Forbillede for denne nj Begning. Han saetter nemlig efter Eneme 
paa Potensexponentens Plads et omsluttet af en Ereds, og for 
hver Decimal betegner ban dens Plads med Pladsens Nummer i en 
lignende Ereds, saaledes skriver ban ikke 3,793 men 3<^)7(*)9(^ ^ 

Ind&relsen i Danmark sker temmelig burtig, nemlig ved 
Christoffer Dybvads Begnebog, paa Dansk udkommen i Leyden 
1602, bvor For&tteren studerede og n0d stor Anseelse. Hvad vi 
bave af bam, en enkelt matbematisk Afbandling og en Udgave af 
Euklids f0rste 10 B0ger med Eommentar, vidner om stor Dygtigbed. 
Han var en S0n af den bekjendte Sffrgen Cbnstoffersen Dybvad 
og fik en lignende Skjaebne som Faderen for sine Angreb paa 
Begjeringen. Han d^de i Fsengsel 1621. Bogen udkom med 
Titlen »Decaritbmia, ded er Thinde-Begnskab« 8vo, og er. mserkelig 
foruden paa Grand af Indboldet ved Sproget. 

Han saetter sig nemlig det Maal at Qeme de latinske Benaev- 
nelser, som jo paa den Tid vare uundgaaelige, da B0geme skreves 
paa Latin, og da Faget endnu var saa nyt i Danmark. Hans Be- 
naBvneker ere just ikke altid beldige, men en Del bave dog vimdet 
Indpas. Vi skulle ber naevne nogle enkelte, ban bruger saaledes 
for Triangel Trebj0m, for Bektangel Eetbj0m, for Evadrat Firkant, 
for Basis Gfnmdlinie og for Evadratrod Firbj0met-rod. Hvad Ind- 
boldet angaar, bolder ban sig til Stevin, ban benytter bans Beteg- 
nelse. Skjont ban kjender Eommaets Anvendelse, saa foretrsBkker 
ban dog til Isengere Eegninger den aeldre Betegnelse, da den 
sikrere angiver Cifrenes Yaerdi. 

Han leverer Eegler for Addition, Subtraktion, Multiplikation og 
Division, med Beviser, som f0res ved Opl^sning i dekadiske Ad- 
dender, og dertil er jo den gamle Betegnelse saerlig beldig. 
Divisionen betragtes saa som det omvendte af Multiplikationen, saa 
ban intet sserlig Bevis beb0ver at angive. Han udfi^irer Multipli- 
kationen 0,032 . 2,6 saaledes 
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3(«) 2W 




2(0) 6(') 


1 


9 a 


6 


4 



og. altsaa 0«^)0(i>3(2)2W x 2(^>6<^> — 0W0(»>8<2)3^^>2<^). 



8(2) 3(») 2<*) 

Yed Anvendelse paa BoduddiagniDg af D6GimaIbr0ker leverer 
han intet Bevis for, at hver to Decimaler give et Ciffer i Eadt. 

Som TilUeg findes en praktisk Kegnebbg med en Hsengde 
Bxempler, en Del af geometrisklndhold; det er^fea disse de oven- 
insBvnte Betegnelser stamme. 

Der hengik dog endnu Isengere Tid, inden Deciinalbi0ker 
lAere ahnindelige, saaledes udkom 1611 i Wittenberg Eesens^) 
:»Scholia suGcinta et facilia in AnthmeticaQi Gemmae Ensiic, udgivet 
4if en af bans Elever Peter Nicolai Gelstrup^). Bogen er 
-skreven under et Ophold i Bostock 1593 — 94, men bar ikke meget 
at gj0re med Fris's >Aritbmetica«^), der var den f^rste LsBrebog 
ved Universitetet ber; det er nsBrmest en Begnebog, medens 
Eesens er en virkelig, god Ahtbmetik. Bogen udkom saa mange 
Aar efter Dybvads', at man skulde vente, at om ikke Besen selv, 
Baa dog Udgiveren skulde bave fj0jet noget til om Decimalbr0k, 
hyortil ban bavde god Anledning ved A&nittet om Kvadratrods- 
luddragning. Han benytter der den foraBldede Maade at uddrage 
B0dder med en Tilnsermelse uden Opstilling som Decimalbitsker. 
(For 0vrigt fndes bos bam ogsaa, for forste Oang bos en Dansk, an- 

vendt TilnsermelsesvsBrdieme Va^ -\-r ==^ a-\- ^ — -r— r og a + -^, 

•denne sidste dog kun et Sted i Forbindelse- med Decimalbr0k. 
Han skal bestemme l/3, saa siger ban, at ban foretrsekker at be- 
bestemme det bundrede Gange st0rre V^30000, som bUver 173gV5. 
Ogsaa i andre Exempler ere de to Tilnsermelsesmetboder sammen- 
4)landede. 



^) Senere Sjaellaads Biskop. 

*) Senere Professor i Fysik ved Kbhvns. Universitet 
^ En Udgave af denne, som udkom f^rste Gang 1540, fra 1551 findes paa 
dot st kgl. Bibliothek. 
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Det Tarede ogsaa nogen Tid, inden man lendrede de trigono- 
metriske Tavler tQ Dedmaltavler, man bibeholdt til henimod Hidten 
af det syttende Aarhnndrede Tavleme med Diametren lig 10'. 



EN MQDBEMJIRKNING. 
(AF Julius Petebsen). 



I det sidste Hefte af dette Tidasktift bar Dr. Oram gjort Ind- 
vendinger imod Tilstedeligheden af den ved den sidst afholdte 
Adgangsezamen Ted Polyteknisk Laereanstalt givne tredje Opgave 
8om Beregningaopgaye. Da jeg ikke er enig med Dr. Gram i 
denne Op&ttelse, skal jeg tillade mig et Par Modbemaerlminger. 

Beregningaopgayen skal udelukkende give Lejlighed til at 
vise Faardighed i praktiske Beregninger. Ubestemtheden af de her 
brugte Udtryk maa natorligvis altld overlade Noget til det per- 
sonlige Sk0n. Jeg opfatter Fordringen saaledes, at Opgaven kiin 
maa fordre Anvendelse af saadanne Ssetninger og Methoder, som 
den vel forberedte Elev maa antages at. have set anvendte og selv 
at have anvendt mange Gkmge paa lignende Opgaver, saa at det, 
ban selv skal »finde paac reduceres til et Minimum. 

Dr. Oram bar til Opgavens L0sning benyttet en af de.sfseriske 
Orundfonnler; at forudsaette disse Formler bekjendte er naturllgvis 
tttilstedehgt, da sfeerisk Tiigonometri ikke fordres til Adgangs- 
examen. Formlen maa imidlertid, direkte eller indirekte, benyttes> 
og Sp0rgsmaalet bliver derfor, cm Beregningen af Toplansvinklen 
kraBver Opfindsomhed eller ej. Dr. Gram mener jo, jeg mener nej. 

Grunden til denne Uoverensstemmelse ligger sikkert i, at 
Dr. Gram tsenker paa de forskjellige Udledelsesmaader, som findes 
i Leareb0geme i sfaeiisk Trigonometri. At der kraeves Opfind- 
somhed til at flnde en af disse Maader, blive vi let enige om; jeg 
derimod bar taankt mig en anden Fremgangsmaade, som vel giver 
en lidt laengere og mindre elegant Udledelse, men som paa den 
anden Side &rer ad velbekjendte Yeje. Fra Beregningen af To- 
plansvinkleme i Tetraeder, Oktaeder og Dcosaeder er Eleven vant 
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til at skaffe sig en Trekant, der mdehdder Yinklen og bar tre^ 
beljendte Sider, ved at Iffigge et Suit ^inkelret paa Eanten, og^ 
dot Bamme maa ban antages at have gjort i ikke £ia Opgaver. 
Naar ban gj0r det ber og for Beaten kan l08e en retvinUet Tre- 
kant, stilles der ikke flere Fordringer til bans Opfindsombed. 

Jeg kan give Dr. Gram Ret i, at Opgaven er temmelig vidt- 
l0ftig; man maa imidlertid laBgge Maerke til, at dette ikke bar den 
Belydning ved Adgangsexamen som ved en anden Examen, bvor 
der gives Earakterer; ved en saadan kan det bave stor Betydning,. 
om Eandidaten £aar ug eller mg; ved Adgangsexamen kommer det 
derimod blot an paa, at man af Besvarelseme kan bed0mme Ved- 
kommendes Modenbed; det kommer ber mere an paa, bvad der 
er gjort, end paa, bvad der mangier; om f. Ex. i det foreliggende 
Tilfaelde en Besvarelse var fuldstsendig eller kun var naaet til 
Best^mmelsen af en af Sideme i Grundfladen, vilde ikke bave 
bevirket nogen meerkelig Forskjel i min Bed^mmelse. 



Sk]0nt jeg kunde bave adskilligt at indvende mod Dr. Pe- 
tersens Opfattelse, og de af liam an&rte Modbemserkninger ingen- 
Imide synes mig at afkrsefte mine Anker mod den nssvnte Opgave 
som Beregningsopgave, skal jeg dog ikke fortsaette Diskus- 
sionen videre men gjeme overlade Lseseme at d0mme os imellem. 
Eun til det i Slutningen an&rte skal jeg tiUade mig at knytte en 
almindelig BemsBrkning. At give en Opgave, som ikke forlangea 
l0st fuldst^ndig, men bvor Hensigten altsaa, som ved den oven- 
omtalte, nsermest er at se, bvor vidt Eleven kan naa, kan vel 
v8Bre et interessant Experiment, men synes mig ikke ganske billigt 
overfor Examinanden, som ikke ved, bvad Meningen er, og derfor 
lettelig forvirres og saaledes prsesterer noget mindre godt, end ban 
ellers var i Stand til. Mig forekommer det utvivlsomt, at en 
Examensopgave, ogsaa ved polyteknisk Adgangsexamen, b0r stilles- 
saaledes, at en flink Examinand kan opnaa den Tilfredsstillelse at 
kunne prsestere en fuldstsendig L0sning i den givne Tid. 

J. P. Gram. 
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LeSNING AF OPGAVERNE 399, 468. 490, 612, 614. 

615 OG 611. 



399. £an man i Almindelighed koustruere en Tre- 
kant Sif Oj b og B — C ved Passer og Lineal? Specielt 
antages den givne Yinkel at vaere ret 

(Julius Petersen). 
Forlaenges CB til C,, saa at AC = AC\, er Z. C|AJ5 be- 
^endt «- JB — C Afeaettes denne, og derefter Punktet C,, samt 
tegnes en Cirkel med Centrum A og Badius b, bliver Opgaven: 

Gjennem et Punkt C| af en Cirkel at traekke en Linie, som. 
"Skjaarer Cirklen anden Gang i C og en fast Diameter i J5, saaledes 
at BC bar en given Lsengde. 

Yaelges J.C, til Abscisseajce med Begyndelsespunkt i A^ faar 
man til Bestemmelse af Punktet B (a:, y) 
{x^ + y^y — (262 _ a2) (x^ + y^) + 2a^bx — a^b^ + ft* — 

og y — ax, idet a ^=^ tg {B — C)^ 
*da ligningen er af ^erde Grad og i Almindeligbed ikke b^selig 
ved Kvadratrod, kan Opgaven i Almindelighed ikke Ijaises ved 
Passer og Lineal. Er 5 — C « 90®, skal man have a; — i 
Stedet for y = ctx, hvoraf 

y4 _ (262 _ ^2) y2 _ ^2j2 ^ 54 _ 0, 

y kan da bestemmes ved Passer og Lineal. For i det specielle 
TilfaBlde at l0se Opgaven ved Konstruktion, bar man, idet Diame- 
teren CjA's andet Endepunkt er i), at C,-B. C,C« C,A .C,2>, 
tegner man derfor gjennem u4 og Z) en vilkaarlig Cirkel, og trsekker 
'On Linie gjennem Cj, hvoraf Cirklen afskjserer en Korde lig a, vil 
■det udenfor Cirklen liggende Stykke vaere C^B. 

(A. S. Bang). 

458. I en Cirkel skal indskrives en Firkant med tre 
^ivne Diagonaler i den fuldstsendige firsidede Figur. 

Firkanten er ABCD\ betegnes Skjaeringspunktet for AB og 
€D ved E, for AD og BC ved F, ere Diagonalerne AC, BD 
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-og EF. Da forudeiL disse den omskroTne Oirkels Badius er givet, 

•<ere Firkantens YinMer bekjendte, altaaa . Qgpsaa Fonaen af Trekaar 

teme CDF og ADE. Afcaettes DC ^ DCy ud ad DF og 

DA *» 2>^| ud ad DE^ og skjaster en Parallel med A^C^ gjennem 

F DE i Punktet ©, er ^G - 4C. ^ og ^ ==^ sf 'SP' 

Da man altsaa kjender FO^ EF og ^^7?, kan man ved ligedan- 

nethedsmethoden paa Z. 2? Isegge Trekanten i?F(?. Ved Linieme 

EA og JFC, der gaa i bekjendte Eetninger, bestemmes derpaa de 

3 andre Vinkelspidser J., B og C (A. S. Bang). 

490. En Firkant med givne Sider er omskrivelig 

-om en CirkeL Naar den ene Side laegges fast, hvilket 

-er da det geometriske Sted for den indskrevne Cirkels 

Centrum. 

Lad en af Firkantens Stillinger vaere AUCD^ idet BC ligger 

fast, og den indskrevne Cirkels Centrum 0. AD drejes om til 

•den falder henad BC^ hvorved A kommer i A^^ D i 2), ; da er 

Z. il,OZ>, + Z. COB =- 2i2. Halveres Z. A^OC ved OP og 

Z- jBODi ved OQ er Z. FOQ = JB, livoraf f0lger, at FQ deler 

saavel AiC som ^D, harmonisk. P og Q kunne da bestemmes 

som Brsendpunkter i en Involution, bestemt ved Punktparrene A^^ 

(7 og J?, i),, og det geometriske Sted for bliver en Cirkel med 

• Centrum i den feste Ldnie (over FQ som Diameter). 

(A. S. Bang). 

512. I en fuldstaendig Firkant indskreven i en 

Cirkel ligge Midtpunkterne af de 6 Sider, de tre Skjae- 

ringspunkter mellem de modstaaende Sider og Cirk- 

lens Centrum paa en ligesidet Hyperbel. 

(H. G. Zeuthen). 

Lad ABCD vsere de fire Yinkelspidser i Firkanten, AiBiCy 

D^MiNi Midtpunkterne af henboldsvis AB, BC^ CD^ DA, AC 

og BD. J.iJB,C,i)i, AiM^CiNi og D^M^B^Ny danne da 

« 

tre koncentriske Parallelogrammer indskrevne i den i Opgaven 
. nsBvnte Hyperbel, i hvilken altsaa — Ssetningens Rigtighed forudsat 
— -4-1^^11 BiDi og MyNi blive diametralt modstaaende Punkter. 
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For at be vise, at Eurven virkelig er en ligesidet Hyperbel, kan 
man simpelt benytte felgende Hjselpess&tnmg: en yilkaarlig Korde^ 
i en ligesidet Hyperbel ses fra to diametralt modstaaende Knrve- 
ponkter under YinMer, der ere lige store med modsat Fortegn. 

If0lge denne ligge f. Ex. ^1, J?,C|^, paa 6n ligesidet Hy- 
perbel, fordi 

Z. B.A^N^ « CAD — CBD — 2^iC,B„ 
og ligesaa AiB^Ci og E^ hvor E er SkjaeringBpunktet mellein. 
AB og CD, fordi 

^ EA^B^ -^ BAC-^ BDC = B^C^E. 
Centret for den omskrevne Cirkel ligger ogsaa paa samme Hy- 
perbel, fordi 

Z. £^,0 — OCiJ?— 90O 

Til et fuldstsendigt Bevis kradves naturligvis Godtgjorelse af, at. 

ogsaa den omvendte Saetning til den benyttede Hjselpessetning er- 

rigtig; dette er imidlertid umiddelbart indlysende, saafremt en 

ligesidet Hyperbel blot er eniydig bestemt ved et Par diametralt- 

modstaaende Punkter og endnu et Punkt. Tsenker man sig- 

Hjaelpessetningen bevist ved Benyttelse af, at Supplementkorder ere- 

parallele med Par af konjugerede Diametre, og at Asymptoteme L 

en ligesidet Hyperbel halvere Yinkleme mellem et Par konjugerede* 

Diametre, bevises dette tilmed samtidig med Saetningen selv.') 

(C. Juel). 
514. Yis at Udtrykket 

altid vil vsere en Sum af 2 Kvadrattal, naar n er et- 
helt Tal. (Mathesis T. lY.). 

Da man bar 

\ iV2 + 1)^^-^ + (V2- if^-^ y I (1/2 + 1)^^— (v/2- if'' Y_ 

L 2\/2 J L 21^2 J 

(V2+ 1)^^-^ + (V2 - 1)^^*-^ + (/2 + 1)^^ + {V2 — 1)^^ ^ 

8 _ 

(V2 + 1)^^^ + (V2-- 1)^^*— ^ 

2\/2 



1) En analytisk Lssning er meddelt.af Hr. Learer N. Lund i Slagelse. 



167 



2\/2 J''"L gVa J'" 

(1/2 + 1)^**+^ + (\/2 — 1)^^^ 
2V2 
inl Ssetningen vsBre bevist, saafremt 

(V^2 + 1)2^-^ + (V2 — 1)^*»-^ og (v^+l)2«— (1/2— 1)«« 
«ere delelige med 2V% hvilket er Tilfseldet, da 

(\/2 + 1) + 0/2 — 1) og (\/2 + l)a _ (1/2 _ 1>2 
^^ op henholdsvis i dot &rste og andet af Tallene. 

(A, S. Bang). 

515. Hvorledes indses det, at Funktionen 

ix + t/ + z — l){x + y + Z'-2){x + y + Z'-3) 

1.2.3 "^ 

(y + ^-i)(y-f g-2) 

r:2 +^ 

g]eiineinl0ber alle positive hole Tal, hvert af dem ktrn 
•en Gang, naar a;, ^ og ;3: uafhaangig af hverandre antage 
Vserdierne af alle positive hele Tal? 

(y A^ g 1) (V 4- -? 2) 

Man beviser &rst, at ^ ' -! q + ^ gjennem- 

l0bor alle positive hele Tal, naar y og z ere hele Tal. 

Udtrykket har Formen ^ r^-^^ + ^» ^^or a > 6. Man 

iaa bestemme o og 6 saaledes, at Udtrykket fear Vserdiea T, hvor 
T er et vilkaarligt opgivet belt Tal; a bestemmes af 

(g — l)(a-2) ^ a(a - 1) 

— 172 — ^^^ ~r.T- 

Un fear b Yaerdien 

^ (a^l)(a-2) ^ a( (x^i) - (a^i)(a-2) 
^ 172 =~ 1.2 

altsaa & < a — 1 ; Betingelsen a > 6 er da opfyldt. 

At man kun en Gang kan faa Yaerdien T paa denne Maade, 
indses ved, at Antagelsen 
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(a_l)(a-2) (a, - 1) (a-, - 2) 

172-— + '^ — .— 172" + ''«' 

livor ttj > a, ferer til 

(at — l)(aL~2) (g— l)(a-2) ^ a(a— i) — (g— i)(a — 2) 
1.2 1.2 = 1.2 ' 

hvoraf 6 — 6, ^ a — 1, hvilket er umuligt, da a > 6 og 6, > 1^ 

Det opgivne tFdtryk har Formen 
(a — l)(a-2)(a — 3) , (6 — l)(6-2) . , ^ ;, ^ 

Man kan bestemme a, 6 og c saaledes, ^t det &ar Yserdien T^ 
idet a bestemmes af 

(a,l)(a-2)(a^3) ^ ^ a(fl - l) (a-2) . 
1.2.3 ^ = 1.2.3 ' 

man &ar nu 

(«-l)(a-2)(a-3) ^( a-l)(o-2) 

^ 1.2.3 -"^^1.2 

som viser, at, naar j^ og c bestemmes saaledes, at 

^ , - _ + c = |), bliver a > 6 > c. 

Antages det, at man kan faa Yaerdien T 2 Gange, altsaa at 

(a_l)(fl^2)(a-3) (6 - 1) (6 - 2) 

1.2.3 "•" 1.2 "^ 

(ffl,-l)(a., -2)(a, -3) (6, -1) (6, -2) 

17273 + r:2 "*" '^■^ 

hvor ax'y- a (var nemlig a, — a, kommer man i F0lge det fore- 

gaaende til 6 — ij, c — = c,), fear man 

(fe_l)(6^2) (a_i)(a^2) 

172 "^ "^ ^ 172 ' 

og, da a > 6, f0lger heraf c > 6 — 1, hvilket er umuligt, da 6 > c^ 

Ssetningen kan udvides til at gjselde om Udtrykket 

, (g, +ag — 1) (g, +a^ — 2) , 
a, -^ J— 2 r-- 

(g,+a2+...g;,— l)(g,+...gn — 2)...(g,+...g^— n) 

1 . 2 . . . w 

(A. S. Bang). 

511. Naar vil Ligningen 3?^+^^^+^="^ (1) t^ave- 
lige E0dder, og i hvilke reelle Faktorer kan dens- 
venstre Side da opl0ses? Ex. 6 -= 162. (A. Steen). 



t^ 
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F9r att eqy. (1) skall haf^ra lika r5tter fSrdiasj att dess venstra, 
ledd och J^rsta derivatan deraf baf^agemeBsam divisor. Sdk f5r 
den skull stOrsta gemensamma divisom tiU a?* -}" ^^* 4- ^ 
och dess derivata 6x^ -\- Sax^. 

Den ar 625 6a; + 90 aS 

dS aat. 6».62 + 33.2«.a« — •.• a<0, eUer 6 — 0. 

I f5rra feUet §r Q25bx + 90a^ ^ X . (^~ V "" T^)' 

d& X betecknar en viss- konstant. 

Eqy. (1) kan derfSr skrifyas sSlunda 

(..yif)'. (..+,yr|.._*^._^yz|)_„. 

H5gTa &ktom i venstra ledet kan ytterligare uppdeks i tv& reelaL 
fsiktorer, af hvilka den ena 3r af Ista graden och den 2dra af 2dra 
graden. Dock kan ej denna senare andra.faktor uppdelas i tvl 
reela fiaktorer emedan, s&som man latt tinner medelst anyandhing^ 
af Sturms teorem, eqv. 



x^ 



I ol/ 3^ 2 4a 2a1/ 3a ^ 



endast har en enda reel rot. 

I det senare fallet, d^ 6 -= 0, 
blir eqy. (1) x^ + ax^ >=- 0. 

Dess yenstra membrum kan d§, uppdelas i faktorema 

x^ och x^ + a, 
hyilken senare faktor kan ytterligare uppdelas i 2 andra reela 
fiaktorer, om a < 0. 

Ex.: F6r 6 =- 162 =- 2 . 3* blir eqy. (1) 

ic5 — 15^3 -f 162 «0 
som ocksa kan skrifyas 

(x ~ 3)2 . (x^ + 2x^ + 12:z; + 6) — 0. 

(Frans.) 



') En anden L0sning af denne Opgave er meddelt i forrige Aargang S. 187. 
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OPGAVER TIL L0SNING. 



622. Trsek en ret Linie, som skjserer to givne Cirkler saa- 
ledes, at de tre mellem Skjadringspunkteme beliggende liniestykker 
Wive lige store. 

523. Hvad er det geometriske Sted for den ijerde Yinkel- 

:8pids af 6t Parallelogram, hvis ene Yinkelspids ligger fast og de 

to andre bevaege sig paa en Eurve og dens Evolvente? Specielt 

antages det faste Punkt i en Cirkels Centrum og Cirklen og dens 

Jivolvente at VBsre de givne Kurver. 

(S. A. Christensen). ' 

524. Man skal bestemme Yaardien af den uendelige Xjsedebrok 

1 ' g^ (g + iP {a + 2y 
a "^ 1+ 1-f " 1+ •••• 

iiaar a er et vilkaarHgt rationalt Tal. 

(J. L. "W. V. Jensen). 



OPGAVER TIL BRUG VED UNDERVISNINGEN. 

(47 AF E. BUCHWALD). 



47. To Maend eje hver sin rektangulaere Mark med bekjendte 
Sider. De sknlle til at aflede Yandet fra deres Marker, grave 
liver sit Stykke af en" Kanal, og Stykkemes St0rrelse sknlle for- 
holde sig som de to Markers Arealer. 

1) Hvis liele Kanalens Laengde er bekjendt, hvorledes kon- 
«trueres da de Stykker, hver af de to Ejere skuUe grave? 

2) Hvis det Stykke, den ene Ejer skal grave, er bekjendt, 
hvorledes konstrueres da det Stykke, den anden skal grave? 

48. Hvormange Tal findes der op til 10**^, som hverken ere 
■delelige med 3 eller, skrevne i 10-Talsystemet, indeholde noge 
differ 3? 
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FRAN FYSISK-MATEMATISKA FORENINGEN I UPSALA. 

III. 

(Meddeladt af 0. Olssok). 



1. Wid £5reiiingeiis sammankomst d. 8. Oktober d. 8,. behand* 
lades f&ljande af Eaod. 0. Olsson uppstilda sats: 
Bevisa, att 

FSreningeas Sekreterare (0. Olsson) visade, hurusom denna 
likhet blott vore ea spedalisation af ett vida allmannare fall, 
namUgen 



7 — r d(// — 7— \ fimiilijdw. 




der .^ (^) « Vl — k' sin' ^. 



Beviset harfor gnindade ban pi iiS,gra egenskaper lios ellipsen. 
Om man namUgen hanfor en punkt P [(r, 6) ; {x^ y)] pa ellipsen till 
hans medelpunkt och hufvudaxlar (2 a, 2 6), ar 

r'^dO -== xdy — ydx 
eller, ^iiedaH a? «= a co« y, y =- 6 sin y, 

{(p betecknar den mot punkten P svarande excentriska vinkeln) 

r- do == ab dcp. 

Men r^ *« - ,., ^- ik = excentriciteten) 

1 - k- cos^ e ^ 

eller r^ = — 



hvadan "2 rm ^^ "" ^^' (^) 

V. BsBkke. 8. Aargang. \\ 
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Dessutom har man likheterna ' 

r^ sin cos -^ ocy -==^ ab sin y cos ^ 

11 «i sin 26 . - 

eUer - j» T^jri ' — «« 2 y, 

hvaraf / ( '^a"(g )~ ) " / (**'* ^ y), 

oob. loed 8t5d af (1): 

>" ./kjjsin_29\ 

samt sludigen, efter ndgra enkla transformationer, 

Derefter visade han, hurusom man med tillhjelp af relationeii 
(1) afven kunde harleda den under fSreg&ende termin af Hr C. R Sv 
Cavallin lemnade generalisationen af Kand. H. Fetrinis sats: 



JT a 




(.//)#- A«+i Y "^^ 



^■0 J^"^ (V) 

Hr. Cavallins generalisation hade utseendet 



hi |. „ 




) 



Med anvandning af likheten (1). kan harledningen verkstillas pH 
f(5ljande satt 
Emedan 



^^{0) 



r^ = x'' ^y2=^a^ cos^ ,p + J2 ^-^2 ^^a^ji {^) 



eUer ^, ^^^j — ./^ (y), 

och alt8& / (^) = / {J^ (y)), 



A)^ pi giund af (1): 

'''•' V J« id)/ 



^*<*^' de =' f {JHy,)) df 




'^ : \-^''-hP^'''^'''''' 



ft 

n 



S2 -/_^_Y -; « 



2. Till samm&nkbmsteii d. 22 Oktober hade Hrr Olisson och 
Pettersson framstalt tOl behandlmg Mjand^ sats: 

Till en gifven kroklinie bildas fotptoktekurvan; till dennai 
fotpunktskurva, dess fotpunkt^kiii*va o. S; v. Wisa att, om man bS 
fortsatter i oandlighet, den slutliga granskurvan, generelt taget, 
kommer att reduceras till ett andligt antal diskreta punkter. 

Kand. S. Pettersson lemnade ett bevis harfor, dervid stodjande 
sig pS. foljande hjelpsats: 

Tangenterna i motsvarande punkter p& en kurva och dess 
fotpunktskurva bilda lika stora vinklar med de reap, radii vectorea. 

Ty om man fran de konsekutiva punkterna P ocli F* p& den 
ursprungliga kurvan drager tangenterna PQ och P'Q^, och Mn ett 
origo nedfaller mot dessa perpendiklame OQ och OQ' samt 
betecknar skaxningspunkten mellan PQ och P'Q' n^ed P",, si, kan 
genom punkterna 0, Q\ Q, P' en cirkel-linie laggas. Haraf 
fSljer, att Z. OP^Q' ^ Z. OQQ'; men i limes, d. v. s. dl punk- 
terna P och P sammanflyta, ar L. OP'Q' =^ vinkeln mellan 
radius veofcor OP och tangenten i P, samt Z. OQQ' -f= vinkeln 

» 

laellan radius vector OQ och tangenten i Q. . 

Med tillhjelp haraf gaf han ett mycket enkelt bevis fi)r satsen. 

Betdcknar man namliigien. radienjOP m^d. riochnx^dii Ydotor^.a 

11* 
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motsvaiande pnnkter p& Ista, 2dra . . . ., n'te fotpnnklskarvan m6d 
reap, rj, r,, . • . •, r^, samt vinkelii OPQ med tp blir 

Ti = r sin xp 

r2 '^ r^ sintp '^ r «n* tp 



r„ — ^n-^i simp '^ r sin^ tp. 
F5r alia punkter p8, den ^fna kurvan, der tp Z^ -q- blir altsa, 

8&vida r §r 9iidlig, Km r^ =- 0, och ffir punkter, der V "^ "o"' 
Km r^ — r. 

(n=0D) 

Den slutliga gransknrvan kommer sSIunda, i allmanhet taget, 
att reduceras till origo och till de punkter p§, den ursprungliga 
kroklinien, der radius vector ar vinkelrat mot kurvan. 

Blott i det &11, att den gifiia kurvan ar en cirkel, hyars 
medelpunkt ligger i origo, utg5res granspedalen af ett oandligt 
aatal punkter; dessa saTnTnanJalla med cirkelns periferi. Detta ar 
OGks& det enda fiEdl, dS, origo icke tillh5r granskurvan. 



3. Tid sammankomsten d. 5. November behandlades feljande 
af Eand. A. Meyer uppstalda sats: 

Om tvanne potensserier P(aj|a) och Pi(a;|a) adderas term 
f5r term, s§, kan den sS, uppkommande potensserien icke hafva 
annat konvergensomrMe §n de bSda f5reg&endes gemensamma, 
sJlvida icke P och Pj hafva identiskt samma konvergensomrSde. 
Hum staller sig satsen fSr potensserier af flere vajriabler an en? 

Eand. Meyer framlade foljande I5sning af satsen: 

A. Potensserier af en variabel. 

Om seriema ej hafva identiskt samma konvergensomi&de, 8& 
miste den enas (t. ex. P,'8) helt och hSIlet omsluta den andras, 
€medan de bSda omrMena aro cirMar med samma medelpunkt. 
Tag d§, en punkt y mellan de bSda cirklame. Om dS, y ISge inom 
den nya potensseriens (P2) konvergensomrMe, s& ar sSledes 
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P^(y\a) absolut och likfonnigt konvei^nt, likasom Sfvan P(y|a) 
i n&rheten si y. D& mSste 6& &f7eii Tara fiallet med Pi(y\(i% som 
§r skilnaden mellan de bSda andia, hvilket strider mot antagandet, 
ty en potensserie kan ej vara konyergent i nSgon pimkt utom 
sltt konvergensomr&de. 

Att deiemSfc satsen ej g&ller, om de hafva identiskt samma 
konvergensomr&de, kan see t. ex. af seriema 

00 00 'Tj'* 

^ iz:** och 2 —.— x^, 
hvilka b&da hafva konvergensradleii 1, under det att den serie 

00 01^ 

J5 — 

som uppkommer genom deias addition, konvergerar i hela planet 

B. Potensserier af Here variabler. 

1. FSrberedande satser angaende dylika potensserier. 

Konvergensomridet fSr en potensserie af n variabler ar tyd- 
ligen utstrackt i en rymd af 2/i dimensioner, enar jag mifite 
anvanda en sarskUd dimension for hvarje variabels reela och 
imaginara del. Om vi emellertid satta x^, == i^v "i" ^\ ^' ^ ^®*^ 
vi, att begransningen tiU konvergensomrldet f5r serien 

i denna 2n-dimen8ionabla rymd bar formen 

F (i>f + gj, i>; + 3j, , p; + Q. 

hvadan vi kunna inskranka dimensionemas antal till /2, och dock 
fS. ett fuUstandigt uttryck f5r konvergensomrldet, om vi p8.. axlame 
afsatta kvantitetema 

VpiT 2?, Vpf+YS, v'p^T^. 

eller variablemas absoluta belopp. P& detta satt blir begrans- 
ningen till konvergensomridena f5r serier af resp. 1, 2, 3, . . . ., n 
variabler, rymder af resp. 0, 1, 2, . . . ., w — 1 dimensioner, och 
konvergensomrSdena sjelfva reduceradd till resp. 1, 2, 3, ... n 
dimensioner. Detta vilja vi benamna konvergensomrSdenas redu- 
cerade form. I den reducerade formen ar sSledes konvergens.-^ 
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fomrSdet &it en potensseiie af ^i vanabel blott en cat linie, be- 

gribifiad af on punkt (samt ongo\ £5r en potensseiie af tvi varLabler 

. ett siycke af planet, begi&isadt af en kurva (samt axlame), &t tre 

vanabler ett stycke af den tredimensionabla rymden, begransadt af 

. en yta (samt koordinatplanen), o. s. v. 

En pnnkt a, . . . ., a^ i en sidan n-dimensionabel rjmd till- 
h5rande konvergensomrSdets reduoerade fonn f5rest§Jler s&Iedes i 
det verkliga 2w-dimen8ionabla konvergensomri-det en n-dimen- 
sionabel rymd uttryckt genom de n ekvationema 

{Pl + ql'-al 

Pi + 9l --■ a\ 






's 



Pn + «4 -=- < 

Yi vilja benamna denna rymd en »n-dimensionabel cylinder- 
sfer« i den 2 n-dimensionabla rymden. En cylindersfer i det tvSr 
dimensionabla plana rummet blir saledes en drkelJinie o. s. v. 

2. Diskttssiefl af Satsen. 

Att den potensseiie Pj (^i ^w)' ^^^ uppkommer genom 

att term for term summera tvanne andra potensserier 

Jr \30 1 ) . • • Oum) ocn Jr j \0C j ^ . . . 00^^) 
miste haf^a minst samma konvergen8omr§,de som de bida senares 
gemensamma, ar kandt genom en sats af Weierstrass, och genom 
ett bevis alldeles analogt med det i afdelning A forda inses afven 
pS. grand haraf , att inom Pj'^ konvergensomr8,de ej kan ligga 
nSgon punkt, som ligger inom konvergensomrildet for den ena, men 
utom eller pS, gransen till den andras. Fr§gan ar s&ledes blott, 
nar det ar mojligt, att inom Pj's konvergensomr&de kan ligga 
punkter, som hrarken tillh(Jra Ps eller P,'s. 

Men Yi veta, att, om inom en potensseries konvergensomrSde 
ligger ett visst stalle 

x^ .... Xfi^ 

si tillli5ra aiVen aUa punkter 
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idetta kohvei^geBdomt&de, om' 

1?il<l«il, , Il?„l<|a;»|. 

"Om jag sSledes framstaller konvergensomrfdena i sin reducerade 
form och fran en visa punkt (|a;, |, .... \x^\) drager rata linier 
parallela med de n axlame, sS m&ste, om (Xi . . , ., x^^) tillliOr en 
\riss potensseries konyergensomr&de, afven alia punkter i den sS, 
Tippkommande n-dimensionabla solida vinkeln tillh5ra det samma. 
Om sSledes punkten (a?,, . . . x^) tillhSr potensserien Pj's kon- 
vergensomr§de, men hvarken' P's eller P|'s, sS. miste aUa rata 
linier, som Mn (|a?,|, .... \x^\) dragas till axlame iiiom den 
genom de med dessa parallela linierna begransade rymden antingen 
tralFa b&da kon^ergensomrSdenas begransning samtidigt, eller ej 
trafPa dem alls. Men n5dvandiga och tillrackHga vilkoret f5r m6j- 
ligheten haraf ar uppenbarligen, att konvergensomr^dena, framstalda 
i den reducerade formen, hafva gemensamt ett stycke af gransen, 
hvilket stycke m&ste vara utstrackt i lika mUnga dimensioner som 
.gransen sjelf. Latt inses dS,, att detta vilkor afven" bibehSIles 
•oforandradt, om man talar om de verkliga konvergensomradena i 
stallet for desamma i reducerad form. 

EesiUtatet af var miders5kning kan slledes sammanfattas i 
fbljande tabell, som visar, att for potensserier af en variabel galler 
-samma formel som den vi erliSlla for flere. 









la 



o 



rt 

'> 
^ 



•a 



00 fl fli 

If 
■§1 



00 •■-• a 

fl fc^ c 

gg-gl 



hDCg 

® ® JS 

y ir> <D 

a ® ^ 



T3 -S _^ 



o *-< K 
^ © © 



n 
o 



OQ 00 



I S3 

ill 

9a 



1 
2 

3 

4 

n 



2 
4 
6 
8 

2n 



1 
3 
o 

7 



2n— I 




1 
2 
3 

• 

m 
m 
• 

W— 1 



O-faldig 

enkel 

dubbel 

3-dubbel 

(w— 1) dubbel 



2 
3 
4 



w 



I 
3 
o 



2n— 1 



Man kaa di fc&ga, om det Uv^n verkligen ar m&jligt, att 
tyluiine potensserier kunna hafVa stycken af sina konvergensom- 
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rMens giunser — ntstrfickta i lika m&nga dineiMumeT som giSft- 
senia sjelfva — gemensamma, utau att dessa omrSden belt och 
lifillet sammanfaUa. — Att detta flJr potensserier af flere, i motsata 
mot BSdana- af blott en, verkligen 3.T mOjligt, beviaas lattast genom 
ott exempel: 
Se liens 

1 + -f + |i +^ -t- Iy + |t + ^^J/" +1* + fa + * V + • ■ ■ • 
konvei^ensomrHe i reducerad form uttgCr det i figuren vertikalt 

streckade omradet; 




is+|T--V+.... 

konvergenaomrSde ar deremot 
det horizontalt streckade. De 
Itafva swedes ett slycke af 
hyperbeln a^ — 1 till ge- 
mensam grans. Adderas se- 
riema term fQr term, si ISs 
ater serien: 
1+^ + 1. + ^ + ?^ 

livars konvergensomrade i reducerad form utgOres af hela den 
kvadrat, hvars ena kOm iir origo och sida 2 ISngdenheter. Huiu 
detta exempel ter sig i fyra dimeuaioner inses utan svirighet 



INTEGRATION AF EN DIFFEEENTIALLIGNING. 
(ap a. Abnebebg). 

I (Acta mathematicao 3. 1883 har Hr. Prof. Steen integreret 
en Elasae linesere DifTerentialligmnger mellem to variaUe. Frem- 
gai^maaden er denne. Den foielagte Differentiall^;ning difFeren- 
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tieres et Tist Antal Gange. Man faar derred en Differentialligningy 
der ganske vist er af hjBJere Orden end den givne, men som til 
Qjengjasld har integiabel Form. Af dens Integral &as den fore- 
lagte Lignings ved BortQemelse af det overfl0dige Antal Eonstanter, 
der n0dyendig komme ind i Regningens I^fb. 

1. Methoden lader sig anvende paa f0lgende linesere Diffe- 
rentialligning meUem to yariable: 

y (^) ^ + '■^" (-l)''-("+l') (n+p+l).. ..(«+P+r- 1) 



da" r-i M 






(1) 



^(x) er en algebraisk rational hel Funktion af x af h0jst n'te 
Grad, medens \l)(x) er en vilkaarlig Funktion af samme variable. 
Det kan vises, at denne Ligning bringes paa integrabel Form ved 
et positivt eller negativt Antal DifFerentiationer. Der er f0lgende 
Tilfselde at unders0ge, 

jp > — w, 
< — w, 
"^ > - 2/2, 
— j?<— 2;2. 
i> > — II . Differentieres en Gang, vil der fra to paa hinanden 

f0lgende Led, der indeholde • , off , hvor s "^ w, 

blandt andet komme f0lgende, 

, (n+j»(n+D+l)...-(«+l>^^-l) W(^) dn-lV 

Sammentrsekkes disse til et Led, £aar man 

(-l)s (n+l?-l)(n+p) (n+/+g-^2) ,,) d^-^+^ y 

Alle Led i den nye Differentialligning, der er af (w + l)'te Orden, 
faa Faktoren (w+P — 1) som Koefficient, undtagen Leddet med 

-r^. En Differentiation til indf0rer Faktoren (w + P — 2) o. s. v^ 
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£fter (n 4" P) P^ hinanden &lgende Differentiationer bliver iRe- 
sultatet 

Deraf kan man finde — ,^_^ , og endelig y ved en (2n-\-p — 1) 

<lobbelt Integration. Af Konstanteme ' (2 w 4- j?) i Antal, maa de 
overfl0dige, (n + P) i Antal, §eme8 ved at indssette Integralet i 
den givne Ligning, og S0ge Betingelsen for, at den bliver identisk 
uden Hensyn til x. 

a) Er tp{x) en algebraisk, rational hel Funktion af en Ghrad, 
-der li0J8t er lig med {n -^p — 1), saa bliver xp^^^^x) — 0, og 
^en forelagte Ligning har da en algebraisk, rational hel Funktion 

af X som Integral. 

ih^^+P)(x) 

b) Det samme gjselder, saafremt tp (x) — 0, eUer hvis -^ — ^y-^ 

giver som Kvotient en algebraisk, rational hel Funktion af a?, altsaa 
tp{x) selv er algebraisk, rational hel. 

Ex. 1. 

(3 a. 2x - a:«)£^ - 14(1 -:r)^| - b6y = l~x\ 

Her er n = 2, /? = 5, !/;<'> =- 0, altsaa er 

y-fii+fi^x + a^x' + .... + /^9^®- 

Indsaettes i den givne Ligning, og ordnes efter Potenser af a:, fear 
man ved at saette Faktoren til hver Pqtens af x lig med Lig- 

. . . ■ s 

ninger til at udtrykke 7 af Konstanteme ved de 2 andre. Disse 
Ligninger sammen med ovenstaaende Udtryk for y repraesentere 
Integralet af den givne Ligning. 
f < - n 

^1) kan da let aendres til 

'-I-" (p-n){p-n- 1) ip-n-r+1) (,) f^ _ . 
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LigningeiL indeholder nemHg ikke Led, for hvilke r > (p — n). 
Anvender man symbolsk Skrivemaade, SBndres ovenstaaende Lag- 
niTig til * 

hvoraf man atter fiaar 

>(i>— n) 

»— n— 1 



^{x) . 



^-(i>-n)(3.) ^\xp{x)dx -f C, +€^X + .... + C^^n • ^" 

idet — (p — n) DifPerentiationer er det samme som (p — n) Inte- 

grationer. 

Der indkommer {p — • n) Konstanter. Ved at integrere Ud- 

d^^^Py 
trykket for — ^ — indfores (2 n — p) Konstanter, og man bar det 

dx'^^'~'P 
fi0gte Integral med (p — n) -{•{2n — p) = n Konstanter. 

— p ^ — 2n. I dette Tilfaelde er venstre Side af (1) netop 
det Eesultat, der faas ved at dUfferentiere ff(x) ,y n Gange og 

fp(x) . y — tp-'^P^-^^x) ^xp- ^(ic) 

1 f^**^ 

^^y 

— 2^< — 2n. Ligningen indeholder nu alle Led fra — - 

dx^ 

til y. Den omskrives paa samme Maade som i forrige Txlfeelde. 

Man kommer atter til Ligningen 

Her er nu (2n — p) negativ, og der maa da integreres (2n — p) 
Gange o: diiferentieres (p — 2w) Gange for at finde y. Integralet, 
indeholder (p — n) Konstanter, altsaa for mange, da p>2n. 
Bortskaffelse af de overfl0dige sker som f0r. 

I de sidste to Tilfaelde bliver y algebraisk, rational, hel, hvis 
\pi^'^)(x) er en algebraisk, rational, hel Funktion af x, og 

-^ — , / giver som Kvotient en algebraisk, rational, hel Fimktion. 



172 

Ex. 2. (6 + ax-a;»)g + 2(a-3^»)0-6a;|-x». 
Her er ^{xj^b-}- ax — x^^ n — 3, — p« — 6. 

Man faar -p — yx^dxj og det MdBtadndige Integral bliver 



J b -\- ax — x^ 



2 



y - \ !> . .^ — ^ ^ + ^3- 

Her er ^(x)'^b + ax — x^<, » «=» 2, — j? = — 5. 
Man &ar 

og y faas ved Differentiation af Udtrykket 

/ . x -^ c, + ^2^ "^ ^3^^ 
b -\- ax — x^ 

Ligninger af Formen (1) ville altsaa for alle positive og negative 
hele p bringes paa integrabel Form ved (n -f- p) Differentiationer. 
(2n-\-p) paaf0lgende Integrationer give'et Udtryk for y, der ved 
Bestemmelse af de overfl0dige Konstanter bliver det almindeligo 
Integral svarende til (1). 

Integrationen af f0lgende sammensatte ligning lader sig let 
fremstille ved Hjselp af det foregaaende. 

r=^2 Ln dx^ ^ 

er en lineser Differentialligning mellem to Variable, hvor 

*^^^ ^ ^ ^ n-\-p-\-r—l 

(f{x) og w(x) ere begge rationale, hele, algebraiske Funktioner, 
henholdsvis h0|]st af Gxaden n og (n — 1), og fi er en Eonstant 
Samler man Led med afledede Funktioner af samme Fonktion, 
faar man 



(2) 
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— tp(x). 
Ldgningen bestaar altsaa af to Dele, hver af Fonnen (1), og de 
Besultater, man &r fik for sidstnaByiite lignings Yedkommende, 
kunne nu anvendes her. 

TTanset hvilken YsBrdi p har, blot det er et Kelt Tal, vil (n + 1>) 
Differentiationer bnnge (2) paa den integrable Form: 

d2n+p— 1 y 
der ved Substitutionen — ^\ ? «- £r bliver linesBr af Iste Orden, 



nemlig 



Af dennes Integral 



y(«) ^ — fi&{x).Z'^ i/;('*+P)(a:). (2a) 



^j 






^ „ e •5"^'"' I ^e."f /.^"'^efo + C 



(2 b) 



£Aar man y ved en (2n -^jp — 1) dobbelt Integration og passende 
Bestemmelse af de oyerfl0dige Konstanter. 

Man kan let overbevise sig om, at (2) er den eneste lineaere 
n'te Ordens Differentialligning mellem to variable, der efter 
(n -j- V) Differentiationer kan bringes paa Fonnen (2 a). Man 
beh^ver blot at imders0ge, hvilken Ligning man kommer tilbage 
til ved en (n + p) dobbelt In^gration af Hjeelpeligningen. Med 
83rmbolBk Skrivemaade faar man: 
/ d^+Pt/\— («+p) / d^»+iJ-l^\~(n+i?) 

— xpix), 
Udfifres Regningeme efter Binomialformlen, idet man anbringer 
Potensexponenteme som Differentiationsindices, kommer man netop 



(3> 
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tilbage til (2). Skal Ldgningen vaere af endelig Fonn og kun inde- 
bolde Led med positive Differentiationsiiidices, saa maa n0dyen- 
digvis ^{x) og £{pc) vaere algebraiske, rationale hele Fimktioner, 
af h0jst »'te og (n — l)'te Grad. 

Der indeholdes i (2) f0lgende spedelle ligninger. yS — 
eller.toCa:) «= giver (1).. w{x) « 1 giver 

9(x)g-[(»4-p)9'(a>) + ^]^^+. 

'•'7»(_ 1). . («+!»■. ..(n+i^ + r-l) ^,,)(^^ d-Z-y 

der reduceres til 

w{x) =-= 9)'(^) giver 

/7W|y ^W I ^y 

y('")(^)f3=V(a;), 

der reduceres til 

<P (ic) ^ - /« . y' (a;) . ^ - V^«+P)(aj), 
hvis Integral er 



(4> 



j!> > — n. 

a) Er 1^(0?) en algebraisk, rational, hel Funktion af b^ajst 
(n + 2> — l)'te Grad, bliver z^ og ligesaa y algebraisk, rational, hel. 

b) Det samme finder Sted, hvis — j^Vr giver som Kvotient 

{ip{x))P^^ 

en algebraisk, rational, hel Funktion, aUsaa \]j{x) er algebraisk, 
rational, hel. 
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' Eri — p <. — Hr .hliver y kirn algebraisk, rational, Jiel i sidst^ 
KlfBBlde. 

SsBtter man ^(x) — 1, ^ =^ 1, kommer man til en Elasse 
ligninger af aaimne! Form som den, som Frpf. Steea bar. behandl^t 

i »Acta mathematica«. 



nogLe bestemmelser af pyramidens volumen, 

(af H. G, Zbuthen). . 



Jeg kunde have indf0rt naervserende elementaere Meddelelse i 
den Raekke, som jeg bar givet Fsellestitlen »Fra Mathematikens 
Historie«; tbi alle de Bestemmelsesmaader, som jeg skal anf0re, 
henbere imder antike Bestemmelser af Storrelser, som afbaenge af 
\x^ dx, Ved ikke at gj0re det bar jeg villet imdgaa at faa 
Skinnet af at tilLdegge de gamle den fiilde Bevidstbed om, at alle 
disse Fremgangsmaader kunne faa denne enkelte Anvendelse, 
hvorom jeg ber samler dem. 

Euklids Bestemmelse af en tresidet Pyramides Volumen 
bestaar af et Bevis for, at Pyramider med samme H0jde forbolde 
sig som Qrundflademe, efterfulgt af et dei;paa grundet Bevis for, 
at den maa vsere Trediedelen af et Prisme med samme Hojde og 
Grondflade. Dette sidste ses ved den samme Deling af Prismet, 
som brages i modeme Lsdreb0ger; men i det f0rste Bevis gaar 
ban noget anderledes tilvssrks, end det nu plejer at ske. 

Han deler nemlig — bvad let gj0re8 — bver af de to tre- 
sidede Pyramider i 2 Prismer og 2 Pyramider med balvt saa store 
Laengdedimensioner , saaledes at Pyramideme afskjseres ved Snit, 
parallele med Grundfladen og med en Sideflade og altsaa blive 
ligedannede med den givne, og det ene af Prismeme bar samme 
Grundflade og H0jde som disse to Pyramider, det andet bar en af 
deres Sideflader og H0jden paa samme til Gnmdflade og Hjajde. 
Kalde vi den forelagte Pyramide p, og bvert af de lige store. 
Prismer Pj, baves 

2? = 2P, + r„ 
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liTor Beaten r^ bestaar tf de to smaa Pynonider. Delee diaae paa 
gamine Maade, og kaldes de der^ed fremkonme Prismer P,, Shb, at 

p - 2Pi -f 4P, + r,, 
hTor Tj bestaar af 4 nye Pyianuder, ligedannede med den givne. 
Fortsasttelse giver 

J? = 2P, + 22P, + . ... 2«P^ + r^. 

Euklid bemaerker, at 2 Pj > r,, og altsaa r, < -g- jp. Da man paa 

aamme Maade ser, at bestandig r^<. -q rn-~v flutter ban deraf, at 

r^ kan gjores mindre end enhver opgiven Oraense. 

At tresidede Pyramider p og p* med samme Hjiajde forbolde 
sig 8om Grundflademe g og g\ udleder ban demsest af , at de 
Prismer P og P, med samme Niimmer, som fremkomme ved De- 
lingen, staa i dette Forbold. Man kan nemlig deraf slutte, at naar 

a* 
f. Ex. p' antages > ^ p, bliver 

hvor r{j er Restleddet i den Baekke, som fremstiller Pyramiden p'. 

Her maa imidlertid p* — -^ . p have en vis Yserdi «; men ved at 

gjore n tilstraekkelig stor, kan man opnaa at r* < #, hvorved man 
koramer til en Selvmodsigelse. Denne undgaas kun, naar « — 0. 

Denno Omskrivning af Euklids Be vis (Exhaustionsbeviset) 
pan det moderne Tegnsprog bar intet forandret i bans Tankegang. 
Den viser os, at Euklid beviser, at Pyramideme fremstilles ved 
det, som vi kalde uendelige Ra&kker, bvis Konvergens 
netop sikres ved, at Resten kan gjores mindre end en vilkaarlig 
opgiven Vserdi f. 

Efter at have set dette, ligger det near at unders^ge, om ikke 
solve disse R»kker kunne benyttes til Pyramidemes Beregning — 
livad Euklid dog ikke gjor. Det vil da strax felge af de forud 
kjendte Sietninger om Prismei's Rum&ng, at 
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hvor P er Prismet med Ramme Grandflade og Hqde som Pyra- 
miden p. Den Bsekke, som firemstiller p, er altsaa EvotientrsBkken 

i'-KT + i + F + -)-T^- 

Netop denne Freiogangsmaade anvender Archimedes til at be- 
regne Arealet af et Parabelsegmeat, om han end biinger Bevlset 
ind under Exhaustionsbevisets strenge Form. Den samme Udledelse 
kunde altsaa i Oldtiden ogsaa godt vsere anvendt paa den tresidede 
Pyramide. 

En lille iEjndring vil denne Udledelse faa, hvis man lader 
Bestemmelsen af den uendelige Raekkes Sum indgaa som et Led 
deri. Alene deraf, at de to Pyramider, hvoraf Vi er sammensat 
kmine dekomponeres ganske paa samme Maade i det uendelige 
som Pj kan man slutte, at 

^ — !j_ 

P ~" P/ 

Ealdes Forhpldet x, &a8, idet P =» B P, , ved IndsaBttelse i 
j> = 2 Pi + r, at 

1 , X 

altsaa a; =— — Jeg naevner denne Fremgangsmaade , fordi den er 

o 

noget beslaegtet med den Maade, hvorpaa Archimedes benytter 

Dekompositionen af et Parabelsegment i Trekanter tQ Bestemmelse 

«f dots Tyngdepunkt. 

Den Fremgangsmaade, som i moderne Lsereb0ger mest an- 

vendes til Beviset for, at Pyramider med samme Hjajde forholde 

sig som Gnindflademe — eller hvad der er tilstrsekkeligt, at de 

ere lige store, naar Grundfladenie ere det — bestaar som bekjendt 

« 

i Deling ved aakvidistante plane Snit parallele med Grundfladen, 
Denne Fremgangsmaade findes ikke i noget fra Oldtiden opbevaret 
Skrift anvendt til Pyramiders eller Keglers Beregninger * ) , men 
derimod vel et Sted hos Pappus til omvendt at overf0re det 



^) Det er ikke ganske rigtigt, hvad jeg siger derom i »Keglesnits1o3ren i 
Oldtiden* S. 275 nederst. Dette vil blive rettet i den tyske Udgave. 

V. Roskko. 8. Aaigaiig. i^i 
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forud belr|endte Udtryk for Fyramidens Yolomen paa et andet Om-^ 
raade, hvor der ogsaa, hvis Opgaren skolde l0Bes red IntegratLon, 
vilde vsere Brug for ^x^ dx. 

I OldtideiL besad man dog ogsaa Midler til at beregne Fyra- 
miders og Keglers Yolumen paa denne med vor Liitegration stem- 
mende lyiaade, som, naar Hqden h er delt i n lige store Dele, og 
naar Grundfladen er g^ giver 

—^ ' 4 hg<p< ? 4 — ! Jig. 

Archimedes bar nemlig netop til Brag for saadanne nnder80gelser 
bevist, at 

14.22 + 32 + ...(n-l)2<^<l + 2' + ...w2, 

hvorefter p let bestemmes, idet n kan gj0res saa stor, som man 
vil. Om andre virkelig gjeimeiDf0rte Anvendelser af denne Erem- 
gangsmaade, henvises til 20de A&nit af »KeglesnitslaBren i 01dtiden«. 
For Fuldstaandigheds Skyld skal jeg endnu paa Fyramidens 
Yolumen anyende den indirekte paa Statiken grundede Fremgangs- 
maade, hvorved Archimedes, som ban selv siger, f0rst bar 
fundet Parabelsegmentets Areal. Lad som f0r g og h betegne 
Fyramidens Grundflade og Hiajde, y et Snit paraUelt med Grund- 
fladen i Afetanden x fra Toppnnktet. Da er 

y x^ 

J ~^ h^ 

eller h . y ^^ x » -j- g, 

Dette kan udtrykkes saaledes, at et Prisme med Grondfaden* y^, 
anbragt paa en Yaegtstang i Afstanden h fra Ophaengningspunktet^ 
viLde holde Idgevsegt med et Prisme med samme Hqde og Grand- 

X 

fladen -j- g i Afstanden x. Da disse Prismers fselles Hiajde kan 

gj0res saa lille som man vil, finder man, at hole Pyramiden p an- 
bragt i Afetanden h vil holde Ligevsegt med et tresidet Prisme, 
naar dettes ene Sidekant gaar gjennem Ophsengningspunktet og 
bar Afstanden h fra den modstaaende Sideflade, og naar denne bar 
St0rrel8en g og er parallel med Tyngderetningen. 
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Kaar nu BeUggenhfiden af en Trekoats Tyngdepvstt, det ktth 
bestemmes ved liedianeme, antnges beljendt, vidoB det ogsili, Ht 

T^irngdepunktet i det tresidede Pristne har Afetanden — A fra Ojh 

haBngningspunktet Dets Yolumen er — hg. Ligevaegtsbetmgelsen 
bliver altsaa 

P . A — — % . y /I 

eller 1? « y %♦ 



EN BEWLERKNING OM ANTALLET AF SPIDSER PAA 
EN KURVE AF ORDENEN n OG §L JJGTEN p. 

(af E. C. Valentineb). 



Har en Kurve, hvis Orden er w, Klasse n' og Stogt jp, 
d Dobbeltpunkter, e Spidser og e' Yendetangenter, da bar inan 

n' - w(n — 1)- 2d — 3e, 
3(w' — «) = e' — e; 

w' =- 2 (w — 1) + 2p — 6, 

3 (2 (w — 1) + 2p — e — n) — e' — e 



henf ndledee 



og altsaa 



3 
eller e' + 2e «=- 3 n + 6 (p — 1); man maa da have e < -^ w + 

3 (j) — 1). Denne Graense for e kan dog ikke naas uden for visse 

Vaardier af p ; man fear nemlig for den hjajeste mulige Yserdi af e 

1 1 

w' = — n + 1 — P — «) ^vor « ==* for n lige og « =» -— for n 

^ 2 

nlige ; altsaa maa man have p ^ -q- w — f . For ^j = og w 
lige kan Graansen naas, idet man &ar en saadan Eurve i den, der 

Yi 

er reciprok til en almindelig unikursal Kurve af Ordenen — + 1 ; 

12* 
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Car n » 5, p «>^ kaa spedelt legges Maarlcd tQ, at e < 4. Det 
er ogsaa indlyBende, at hflgjere Yaeidier af e ville gjtf» n' aaa lille, 
at Ligningen n — 2 (n^ — 1) — & ikke Tilde ktmne tOfredsstOles 
Tiden red en negatiy Ysezdi af &. 



EXAMENSOPGAVER. 



Institutbestyrerindeexamen. Dec. 1885. 

ArithmetilL 

1. Yis, at naar de ulige Tal foideles i Qrapper saaledes: 
1; 3, 5; 7, 9, 11; 13, 15, 17, 19; o. s. v. . . ., 

yil Summen af Tallene i hyer Gruppe yaore et EubiktaL 

2. At opl0Be ligningeme 

X ± \/30 — ic* — 4. 
l4Maiingen maa gj0re Bede for, hyorledes de fundne B0dder passe 
i de opgiyne Idgninger. 

OpL 1. Tallene i den n'te Gruppe danne en Differensrskke paa 

fi 
nLed, hyis fersteLed erdet ulige Tal niedNiimmeret — (n — 1) + ^* 

altsaa n* — n -j- 1) niedens det sidste Led er n' Hh ^ — 1* Summen 
er altsaa n'. 

2. Ealdes den i Ligningen indgaaende Bodst^rrelse ^, hayes 

aj + y « 4, a;* + y2 — 30. 
a; eg y ere altsaa B0ddeme i Ligningen 

n^ — 4n — 7 — 0, som giyer n = 2 + Vll. 
a; <— 2 4- VTI syarer til et negatiyt ^ og er altsaa Bod i Ligningen 
X — V^30 — x'^ — 4, ligesom a; «* 2 — VTI er Rod i Ligningen 
X + V^30 — x» = 4. 

Beregning. 

Yis, at alle de trigonometriske Funktioner af en Yinkel kunne 
udtrykkes ratLonalt yed ig af den halye Yinkel '). 



1) Denne S»tiiing, som asadvanlig &rst Isres i Integndregningen, burde 
aabenbart optages i de trigonometriske Lserebeger. Red. 
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Opl0B ligningen 

asin X + b cos X '^ Oy 
saadig naar a — 0,70184 c, 6 » 0,71S33 c. 

a: *^T 1 

OpL Da ^n -5- "■ i _ . , C08X'^ + 



' ^\^+<,'i "Vi+*-i 



Tegnene 8ammenh0rende, fur man 



«w a? — 2 «en -TT co« -7^ — 



^ ^ i + ^'y 



Fremdeles er 



^ X . ^ X ^2 . ^2 

cos X — cos^ -j: — sin^ -^ — og tgx=^ 



2 * i+^'f i-^'f 

Derved faas strax Udtiykkene for <;of x^ sec x, cosec x ved tg -^y 

Den forelagte ligning giver, naar tg -^ indfoea, 

, X o + Vo* + 6> — c» 

^ T - ~ fe + c ' 

Og i Exemplet, hvor a* + 6* — c^, 

x — 2i?7r + 44«34'80^ 



Oeometri. 

1. En Skraalinie OA danner YinkLen a med en Plan. 
Gjennem dens Skjadringspunkt med Planen trsdkkes en Linie 
OB i Planen, saa at den danner YinMen fi med Skraaliniens Pro- 
jektion. Hvor stor er Yinklen AOB? Hvilken Yinkel danner 
Planen AOB med den givne Plan? 

Ex. a — 45<>, ^ « 30^. 

2. Hvorledes bestemmes Polen for en given ret linie, 
aa: + 6y + c «■ 0, med Hensyn til PaiaUen y* — px? 



laa 

De rette Lmier 3x — 2y4-3 = 0, x — 2y-r2 — ere 
Polarer til Parablen y^ — 3x. Find Pdeme A og B for disse 
Linier. Find Arealet af Trekanten OAB, hvox er Parabl^ia 
Toppunkt. 

Opl. 1. Projioeres A paa Planen i C og feeldes CB vinkelret 
paa 0£, finjes de 80gte Yinkler AOB — w og ABC « v let af 
Trekanteme AOB og ABC. Man faar 

A J iff cc 

cos U ^=^ cos a cos fi og to V ^ -4—zL 

'^ ® ^ sin fi 

og i Ex. 

w = 520 14. 19.-^ ^ _ 630 26' 6''. 

2. Ved Sammenholdelse af Ligningen ao? + fty + c = 
med Ligningen for Polaren til Punktet ($, ^) med Hensyn til 
Parablen y^ == j^x faas Polen for den nsevnte Idnie at vasre 



\ a ' 2a/" 



I Exemplet er ^1 (1, 1), B ( — 2,3) og det S0gte Areal -^. 



Projektionstegning. 

I en given Eugle laegges et Snit vinkelret pasTMidten af en 
Radius, der er parallel med den lodrette, men skraa mod den vand- 
rette BiUedplan. Snittets BiUeder tegnes baade &fr og efter en 
Drejning paa 90® om Kuglens lodrette Diameter. 



LeSNING AF OPGAVERNE 86 OG 462. 



86. VedBeregning eller Konstruktion at bestemme 
«n Firkant J.5Ci); naar man kjender Diagonalen AC, 
Yinklerne A og (7, samt Projektionernd af den anden 
Diagonals Endepunkter paa Diagonalen AC. Der for- 
laaaiges tillige en sserskilt nnderB0gelse af det Til- 
f»lde, bvor A og C eare 9 0®. 
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Yi viUe kalde ^s Projektioii paa AC B^. 
Lader man B ^de paa BB^^ vil D beakriye et Keglesnit, 
<der vil vaare en fiUipse, Farabel eller Hyperbel^ efteisom 

!> AC 

MBq z= - . . ^ , hvor M er ACq Midtpunkt 

Eire Funkter af dette Eeglesnit tilbyde sig strax fremfor andre, 
nemlig A Og C, Z)^, svarende til J5's Stilling Bq og Doo svarende 
til et uendelig ^emt B. — Man ser let, at disse fire Punkter 
ligge paa en Cirkel og samtidig at Dq og Dao ligge diametralt 
modsat paa samme. Endvidere kan anmadrkes at Betingelseme: 

MBq z= c% ' , a i ^ svare til, at Linjen BBq bar: intet 
^ ^2$tn{A-\-C) ' '' " 

et eUer to Punkter tilfseUes med Cirklen ACDooDq. 

Opgaven kan betragtes som l0st, naar man vilkaarlig &0geT et 
Punkt til paa Keglesnittet, idet den da er tilbagefiafrt til den al- 
mindeHgere : at S0ge SkjsBringspunkteme meUem en ret Linie — 
Perpendikulseren fra D paa AC — og et Keglesnit gjennem 5 
Punkter. 

En anden, betydelig lettere L0sning £Eiar man imidlertid i det 
Tilfeelde, Keglesnittet bliver en Hyperbel. Naar man nemlig bar 
fundet dennes Asymptoter, l0ses Opgaven ved Hjselp af den rent 
elementaBre Ssetning: »Produktet af de Dele, hvori en Sekant deles 
ved et af dens Skjseringspunkter med Hyperblen og dens Skjae- 
ringspunkter med Asymptoteme er konstant for parallele Sekanter.« 
For nu at finde Asymptoteme, S0ge8 f0rst Asymptoteretning- 
eme. Disse findes ved at bemserke, at naar D rykker ud i det 
uendelige er> Z, BAC + Z_ BCA ^ /^A+ I.C eller =- 2i2 — 
{A + C\ bvorbos man altid, naar B glider paa BBq^ bar: 

tang BAC _ CBq 
tang BCA ~ ABq 

Heraf f0lger nemlig, at de Punkter 5, som svare til de to 
uendelig ^eme Punkter 2), ere Skjaeringspunkteme mellem BBq 
og den med Cirklen ACDao Dq symmetriske Cirkel paa den anden 
Side af AC. 



184 
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Til Konstruktion af Hyperblens Oentnim tjener Mgende SsBt- 
ning: I et Parallelogram, hvis Sider ere paiallele med en Hy- 
perbels Asymptoter og hvis ene Par mod8taaeiid& Hjemer ligger 
paa Hyperblen, er Diagonalen gjennem det andet Par Hj0mer 
en Diameter. — Yi kjende nemlig ABymptoteretningeme og tre 
Punkter, t Exl AC og Dq paa Hyperblen. 

Ere Z. ji og Z. C Supplementvinkler, kan altid denne Eon* 
stmktion anvendes; thi Keglesnittet bliver da altid en HyperbeL 
Hvis ui »» C »= i2, degenererer Keglesnittet i sine Asymptoter, da 
Pnnkteme J og C ligge paa en af disse. Man finder let, at 
Asymptoteme blive Linieme AC og en derpaa vinkelret lige- 
langt fra AC^s Midtpnnkt som BBq, men paa modsat Side. 
L0sningen bliver altsaa enten en Firkant, kvor Ay C og D ligge- 
paa ret linie, medens B er rykket ud i det uendelige, eller, iMd 
PerpendikulsBren fra D falder sammen med den paa AC lodrette> 
Asymptote, ubestemt, o: man faar uendelig mange l(0sninger. 

At i en Kordefirkant ABCD, hvor A =• 2?, PerpendikulaBreme 
frsL B og D ligge symmetrisk paa begge Sider af Diagonalen ACs. 
Midtpunkt, ses ogsaa let geometnsk. 

(Eristian Birkeland). 

462. Bevis, at ved en rational Eurve af 4d& Orden. 
er Dobbeltforholdet mellem de 2 Tangentpar fra B0- 
ringspunkterne for en Dobbelttangent til det System af 
Eeglesnit, der gaar igjennem Enrvens Dobbeltpunkter 
og desuden r0rer den i et 4de Punkt,. konstant. 

(Eigil Schmidt). 

1. En Eurve af den i Opgaven omtalte Art kan op&ttes souk 
geometrisk Sted for Skjseringspunktet meUem de rette Ldnier 



--:} 



[vx]^a^ (Aa, a, +^2a2)^i +"2(^1 «i +^2^2)^2 
idet 9P ^ 70^1 "I" 9Pi^i^2 "f" 9P2^a> ai i a^ en variabel Parameter^ 
Xi 1X2 '-x^ de l0bende Eoordinater, de evrige St^rrelser Eonstanter;; 
x^ => er Dobbelttangent til Enrven med B0ringspmikteme' 



^) En geometnsk loBmng af denne Opgave er meddelt i Aarg. 1882, S. 68^ 
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axj —0, a?, — og a^g — 0, ajj — 0, og ic, — ajj — et Dobbelt*- 

punkt; dette ses alt let ved at opl0se ligmngeme med Hensyit. 

til a;, : 072 : a?3 ^). 

2. Naar LigniBgeme (1) have en Bod ai : a^ fsdUes, da er 

(x) et almindeligt Punkt af Eurven; have de 2 B0dder (Belles, da 

er (x) et Dobbeltpimkt; naar nn Ligningeme taenkes skrevne paa 

Formen 

A^al + A^a^af + -AjaJ = 0, 

saa er altsaa for alle Eurvemes Punkter 



AqAi 



A1A2 






0. 



og for Dobbeltpnnkteme 

^0 Ai A2 

BqB^ B^ 

Et Eeglesnit gjennem Dobbeltpunkteme og r0rende Eurven ses da< 
at vsere 



A 



A. 



- 0; 



h^2 + <Pi^i 

V U n Xn 







4, 

Bq B^ B2 

et saadant Eeglesnit er da her 

fil 2^, ^2 

eller efter Division med (I — A) 

2x^{Xifli + X2fA2) 

3. For R0ringspiinkteme for Tangenter fra a?, — 0, iTg = 0^ 
til Eeglesnittet (2) bar man 

^2/S?^i^« — X\fi\fi2<^\b2 + ^3 i^2— ^; (3)* 

ved Elimination af x^ meUem (2) og (3) faas da 

aJi(/«Jaia2iit2 + 2yJii«a«i^2i^i) — 2a;, 

x\ 



0.} 



(2)> 






>) Enhver rational Eurve kan opfattes som geometrisk Sted for S^aeriiigs- 
punktet mellem to Lmier, hvis Eoordinater ere rationale Funktioner af; 
en variabel. 
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paa lignende Maade &ar num for Buringspunkteme for Tangenteme 
til Keglesnittet &a a;, •— x, — 






a,6j/») — 0. / 



(5) 



Det ses nu let, at det i Opgaven omtalte Dobbeltfoihold er 
dot meUem de 4 Idmer &a a?, =^ a?] «» 0, der fremstilles ved 
(4) og (6); det kommer da an paa at vise, at den simnltane 
absolute Invariant for venstre Sider i (4) og (5) betragtede som 
Former i x, : a:, 6r uafhiengig af fii : fi^', skrives nu (4) symbolsk 
som p^ ^ p^* — og (5) som g" ^ q*^ =^ 0, saa er Invarianten 

!-M!^. M^findernu 

-(ppr-2filbih2B,,^{qqr -^fila.a^B 
og (pqy = (p^qr ^2fi,fi^a,h^B, 

hvor B er lig med 

Invarianten er da ^^. 

a, &2 

4. (Tilfiarjelse). Ever at Ligningerne (1) eUer mere almin- 
delig \ux\ + X [vx\ = 0, hvor X er en vilkaarlig Eonstant, er Lig- 
ningen for en ret Linie, som indhyller et Keglesnit, der r0rer 
Kurven af §erde Orden i 4 Punkter; Tangenteme fra Dobbelt- 
tangentens Bonngspunkter til et saadant Keglesnit bestemmes ved 
«i -((^i"! +a,a2) + A(A:a,«, -^la^a^)) -= 

Tangentemes anharmoniske Forhold er lig med det anharmoniske 
Forhold mellem R0ddeme i disse Ldgninger; dette er 

naar man i Stedet for Keglesnittene igjennem Dobbeltpunkterne og 
med Earing ssetter Keglesnit, der r0re i 4 Punkter. 

. (E. C. Valentiner). 
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oai^sBS 



TID88KRIFT 



FOR 



JHATHEMiTIH. 



OM LOGARITHMER OG ANTILOGARITHMER. 

(ae J. P. Gram). 



i. Der er neppe mange Elever, hvem den bekjendte De- 
finition: »Logarithmen af et Tal er Exponeuten til den Potens, 
hvortil et andet givet Tal, Grundtallet, skal opteftes for at frem- 
bringe Tallet«, ikke i Begyndelsen har vseret en meget m0rk 
Tale. I og for sig er der mi ingen XJlykke i, at der h0rer en 
vis Eraftanstraengelse til fra Elevens Side, for at fatte og fastholde 
Betydningen af en saadan Definition, det kan endog vaere gavnligt, 
for saa vidt den vundne Forstaaelse til Gjengjseld bliver foldstaBn- 
digere, naar Vanskeligheden forst er overvunden. Men uheldigvis 
naar knn et lille Mindretal til den fulde Forstaaelse af Logarith- 
memes Betydning og endnu feerre virkelig Indsigt i Brugen af en 
Logarithmetavle. Naar Examen er forbi, bliver denne ssedvanlig be- 
tragtet som en af de kjedelige Boger, med hvilke man engang for 
alle er fserdig. Regneregleme glemmes snart, og efter et Par Aars 
Forl0b bar man kun tilbage en dunkel Forestilling om nogle ube- 
gribelige Tal, der kaldes Logarithmer, som man i sin Tid havde 
meget Besvsar af, men om hvis egentlige Oprindelse man aldrig 
bar baft noget klart Begreb. Naar selvf0lgelig de ^ nndtages, 
som senere ben i deres Studier eller i Praxis n0des til ikke at 
glemme det engang Iserte, tror jeg, at det her sagte passer paa 
den store Meengde af dem,- som i deres Skoletid Isere at benytte 
en Logarithmetavle. Dette Resultat er saa meget sgirgeligere, som 

y. Biekke. 4. Aaigang. 1 



Logarithmemes elementsere Theori i enhver Henseende er saa 
s8Brdeles simpel og tilmed i fortrinlig Chad egner sig saavel til at 
overbevise Eleven om Mathematikens praktiske Nytte som til at 
a^ive Slutstenen paa den mest elementaere Del af Mathematiken. 
Jeg naerer den Anskuelse, at der i hele den Del af Arithmetikeny 
der l8Bres til Aim. Forberedelsesexamen, ikke er noget Afsnit, som 
vil kunne give Eleveme den Respekt for den mathematiske Yiden- 
skab som netop Logarithmelseren, men denne maatte da formes 
noget anderledes, end det saedvanlig sker. 

Det er et Forslag til en saadan delvis Omforming, jeg herved 
skal forelaegge d'Hrr. LaBrere. Selvfolgelig ligger det ndenfor min 
Opgave at udvikle Detaljeme just i den Form, hvori de b0r frem- 
saettes i en Skolebog, dette overlader jeg til Laerebogsforfetteme. 
For at forebygge Misforstaaelse skal jeg fremdeles udtrykkelig be- 
maerke, at jeg ingenlimde anser det f0lgende for at vsere noget 
egentlig nyt. Dette vilde jeg saameget mindre kunne paastaa som 
netop i en af vore L90reb0ger, Kapt. Madsens Elementaer 
Arithmetik og Algebra, Kbhvn. 1872, er benyttet en noget 
lignende Fremgangsmaade, men denne i 0vrigt saa fortrinlige Laere- 
bog afviger ogsaa i adskillige Punkter fra de andre' almindelig 
benyttede. 

Hvad &rst og ficemmest voider Eleven Vanskelighed ved Lo- 
garithmemes f0rste Ind&arelse, er den Omstaendighed, at de frem- 
traede uden tilstraekkelig i 0jne faldende organisk Sammenhaeng med 
det foregaaende. Laeren om Potens med bruden Exponent er vel 
f0rst behandlet, men saedvanlig kun ganske kort; til irrationale 
Exponenter tages saa at sige intetHensyn, og om den exponen- 
tielleFunktion som saadan bar Eleven derfor ikke heUer saa klar 
en Forestilling, at ban strax kan indse N0dvendigheden eller Nytten 
af at indf0re dens omvendte Funktion* Logarithmen fremtraeder 
strax som saadan, tilmed saadvanlig i dens mest almindelige 
Form, med vilkaarlig valgt Grundtal, men om Muligheden af en 
saadan Omvending og af en virkelig numerisk Beregning faar 
Eleven kun meget sparsom Oplysning. 

Alt dette gj0r, at ban, naar ban begynder paa Afsnittet om 



Logaiithmer, Mer sig paa et ganske fremmed Omraade og mister 
Blikket for, at de Saatninger om Logaxithmer, der efterhaanden ud- 
vikles for ham, ikke ere noget som heist andet end simple Omekriv- 
ninger af, livad ban i Forvejen meget vel ved og strax kan Haa 
&em ved fietragtning af Fotenser af 10, og til dette Grundtal b0r 
man i den elementsere Logarithmelsere pnndpielt holde sig. 

Hvad det altsaa kommer an paa, er ftirst at gj0re Overgangen 
til Logarithmeme fira LsBren om Potens noget mindre brat. Dette 
kan let ske, naar man vil anvende noget mere Tid paa »Potens i 
udvidet Betydning« og sserlig paa Potenser af 10 og lade det dertil 
b0rende Afsnit sammen med Logarithmelasren og dens Anvendelser 
f0lge som Slutstenen paa bele Systemet, idet altsaa Potensopl0f(;ning 
og Eoduddragning for bele Exponenter samt ligninger af f0rste og 
anden Qrad &rst ere fuldt bebandlede. ^Herefter b0r saa indf0res 
Begrebet af Potens med vilkaarlig reel Exponent for en vilkaarlig 
valgt positiv Yaardi af Eoden a, 

Betydningen af a^ for x positiv eller negativ hel er given. 
For andre YaBrdier af x kan den fastssettes vilkaarlig, naar blot 
Definitionen er saaledes, at a^ for bele x falder sam- 
men med den tidligere Definition. For bele Exponenter 
gjaelder Ligningen a^ .Or^ = a^"^*^, og antages den samme gyldig 



til 



for alle x og y, feas at a^ -=* Va^, bvor vi fastsaBtte, selv 
om n er lige, altid at vselge den positive VaBrdi. At de 
heraf fremgaaende Regneregler ikke komme i Strid med det tid- 
ligere laerte, kan paa saedvanlig Maade paavises a posteriori. 

For ogsaa at ndvide Potensbegrebet til irrationale Expo- 
nenter, maa fomden de tidligere indf0res den nye Forudsaetning, at 
for a ;> 1 og y > a: vil, ogsaa naar x og y ere irrationale, haves 

ay > a^, 

hvoraf f0lger, at for — < a? < ' — er 

n, n, ; — w- — n,— 

Vo^ < a^ < Va^+^ = V a»* Va. 

Er a = 1 + 6, saa er V'l + 6 < 1 + — , da ( 1 H J >!-!-&, 

' 71 \ n .' 



at ) a, nair Jt foi^ges, kaa linnges saa naer til 1, som man 
Til, og allstt ogsaa stedse o^ findes med saa stor Tiliuamelse 
Baa TiL Den tilsrazende Ysidibestemiiielse for a << 1 fordrer 
ingen ore Faradsaetiiiiiger. 

Del Til Taere gavnligt ker at viae, hvorledes man med de alle- 
rede beite Midler ^irkelig kan udfoe en saadan Beregning af a^. 

Dette kan bedat ska, naar man omakiiTer Ezponenten til en 
Sam af et belt Tal og en Bskke Potenser af 2 med n^aiiTe 
£xp<Mienter, med andie Old akriver den ikke hele Del 1 et 
2-Tal System'). Saet 1 Ex., at man skal bestemme Yaerdien af 
10* = ioai4i5w.... Saa findes fixrst 

hrw Fejlen g = (H)000089 . . . < ^^^ — 2""^*. 

oooao 

Fidgelig blirer 

i i J_ 

OS OS OlO 

10* = 10» . 10^ . 10^ . 10^ . 10-*. 
Her knnne nn de efter 10^ fdgende Faktoier findea Ted Eva- 
dnirodsaddragning med saa stor N^rjagti^ed, man imsker. Udieg- 
nfngen girer for disse Faktorer. 

f 10 = 1-3335 21432 

VlO = 10366 32928 

'•yiO = 10022 51148, 

medens *"TlO = 10000 35135. 

Ti £a altsaa, at naar Produktet af de tie ftirste Faktorer kaldes 

A; Til bares 

A > 10^ > ^ . 10000 35135, 
icTorred altsaa de 4 ferste Cifre i det si^ Tal TiUe &as bestemte. 
Paa lignende Maade kan foitssettes, men B^ningen bUrer nator- 



^} Ea aaadan Omsknniiiig kan ogsaa i andie TQMde gan god Xjtte, som 
FYimpd kan naemes den tihuBimede Tredeling af TinidflB, sua fins af 

1 = 1+14.14. 



ligyis desto besvadrligere, jo 8t0iTe Nejagtighed man skal have. 
Dog er der at bemaerke, at de sukcessive KYadratrodsuddragmnger 
}nm beh0ve at foretages en Gang for alle. De ere i sin Tid ud> 

f0rte af Briggs indtil vlO med 30 rigtige Decimaler. Yed Be- 

nyttelsen af disse Yserdier bliver der altsaa kun tilbage at omskrive 

den givne Exponent i 2-Tal Systemet og udf0re de fom0dne 

Mnltiplikationer. 

Paa lignende Maade kan man ogsaa beregne 10* for det Til- 

fselde, at x vel er rational men ikke kan skrives som en Br0k, 

hvis NsBvner er en Potens af 2. Saaledes kan f. Ex. beregne& 

i_ 

Yaerdien af lO'^^^^ — 1-000023026 .... Naar fiarst denne er fun- 
den, kan man da ved sukcessiye Multiplikationer danne sig en Tabel^ 
som indeholder Yaerdieme af de Potenser af 10, hvis Exponenter 
udtrykkes ved en DecimAlbr0k med 4 hvilke som heist Decimaler. 

En saadan Tavle kaldes en Antilogarithmetavle, den 
kan konstrueres med vilkaarlig N0jagtighed. En 4-ci&et Tavle 
med Argumenter, som ere Tusindedele af Enheden, findes f. Es:. i 
Ho lie Is Logaiithmetavle. En lille S-cifret Tavle er under Titlen 
Udkast til Antilogarithmetabel med indtil 8 Zifre, af H. P., 
i 1880 udgivet af RitraesterPrytz. En 15-cifret Tavle med 3-cifret 
Argument er for nylig udgivet af samme Forfatter. Af andre Tavler 
kunne naBvnes Filipowski's 7-cifrede Tavle og Dodson's: The 
Antilogarithmic Canon. London 1742, med 1 l-ci&ede Antilogarithmer. 

En Antilogarithmetavle er altsaa simpelthen en Potenstavle, 
ved hvis Hjaelp man umiddelbart kan finde visse brudne Potenser 
af 10. Er y =» 10* et af TaUene i Tavlen, saa kaldes solve 
Potensens Yserdi Antilogarithmen til a;, medens derimod x 
kaldes den briggiske Logarithme til y, 

Ik saadan Tavle har som enhver anden Potenstavle de Egen- 
skaber, som &lge af, at alle Tallene, den indeholder, ere Potenser 
af samme Bod. Multiplikation af to Antilogarithmer 10^ . 10^ sker 
umiddelbart ved i Tavlen at ops0ge den Antilogarithme, som svarer 
tU a + ^ som Logarithme. Ligesaa simpelt foregaar Division, 
Potensopl0ftmng og Eoduddragning . if0lge de beijendte Saetninger. 



Eadvldere bar Tavlen visse saaregne l^nskaber, begnmdede 
i »Grundtallets« Forbindelse med DedmalsyBtemet, navnlig den, at 
ogsaa Antilogarithmer til Logarithmer, soin faas ved Addition eller 
Subtraktion af et belt Tal fra en af Tavlens Logaritbmer, uden 
videre lade sig aflaese af denne. 

Det er umiddelbart indlysende, at Tavlen vilde vaere en be- 
tydelig Lettelse ved Udf0relse af de nsevnte Begningsarter, bvis 
det var muligt til enbver given Logaritbme strax at angive 
Antilogaritbmen med samme Tilnsennelsesgrad 8om for de Tal, der 
iindes i selve Tavlen og omvendt. Enbver Multiplikation vilde 
da vsBsentlig kmme reduceres til en Addition, en Division til en 
Subtraktion o. s. v., forbunden med Opslag i Tavlen. 

Muligbeden beraf kan paavises, idet man paa saedvanlig Maade 

ved Betragtning af selve Tavlens Differenser viser, at disse indenfor 

begraensede Intervaller ere proportionale med de tilsvarende Loga- 

rithmers Differenser, og altsaa kunne findes ved Interpolation. Vil 

man gaa grundigere til Yaerks, kan man, bvis Tavlens Argument 

f. Ex. er 3-cifret, vise, at de 9 forste Potenser af W^^ paa det 

naermeste ere 1 + St0rrelser, som ere proportionale med Expo- 

nenten, eller om man vil, at IQ^'^^^** paa det naermeste er lig 

2'30 k 
1 4- , bvilket uden Yanskeligbed ses ved f0rst at beregne 

100-0001 paa, den ovenfor angivne Maade. Heraf vil atter f0lge, at 
naar a er et 3-ciiret Tal, saa vil den Korrektion, som skal an- 

a a , k 

+ 



bringes paa 10^^ for at erbolde 10^^ ^^^, hvor k antages 

l-cifret, vaere 

a 



X — . 9.30 10^^^ 

Korrektionen bliver altsaa, saalaenge det ferste Par betydende 
a 
Cifpe i 10^^^ ikke forandres, vaesentlig proportional med den til- 
svarende Korrektion i Logaritbmen. Den kan derfor enten findes 
direkte af denne eller ved ligefrem Interpolation. 

Heraf laeres altsaa, at man ved Hjaelp af Tavlen kan finde 



Antilogarithmen til en hvilken soni heist forelagt Logarithme, uden 
Hensyn til, om demie Andes iblandt Tavlens Argumenter eller ikke, og 
omvendt kan man fra enhver forelagt Antilogarithme 
vende tilbage til den tilsvarende Logarithme, selvf0lgelig 
Iran med den Tilnsermelse, som Tavlens Omfang tilsteder. 

Tavlen kan altsaa ikke blot benyttes til at finde enhver 
Potens af 10, men ogsaa til at omskrive et vilkaarligt Tal til 
en saadan. Et forelagt Tals Logarithme bliver den Ex- 
ponent, som skal benyttes for at omskrive Tallet til en 
Potens af 10. 

Betydningen af en saadan Omskrivning er i 0]ne faldende. Da 
Potenser af samme Rod mnltipliceres ved at addere Exponenteme, 
medens Roden bliver nforandret, saa vil en Miiltiplikation af flere 
Tal kunne foretages ved at omskrive hvert enkelt Tal til Potens 
af 10, addere Logarithmeme og S0ge Antilogarithmen til Summon. 

Denne Regneregel, der b^r udtrykkes som saadan og ikke som 
en Ssetning om Logarithmer, er umiddelbart indlysende og beh0ver 
ikke noget andet Bevis end Henvisningen til den anf0rte Saetning 
om Potenser. Paa lignende Maade £euis de andre tilsvarende Regne- 
regler. Regleme om Karakteristik og Mantisse b0r vsere udviklede 
paa et tidligere Stadium strax efter Tavlens Opstilling. 

Efter at saaledes Antilogarithmetavlens Konstruktion og 
Betydning er forklaret, b0r Eleven 0ve8 i Brugen af den. En 4 - c i f r e t 
Tavle som den, der findes hos Hotlel, vil vaare fortrinlig skikket 
dertil, og f0rst naar han er fortrolig med denne, b0r Overgangen 
gj0re8 til de egentlige Logarithmetavler, hvor Antilogarithmen er 
Argimient. Dette vil ikke volde nogen Vanskelighed; til 0velse 
kan man lade Eleven selv beregne et liUe Stykke af den nye 
Tavle ved Hjselp af Antilogarithmetavlen. Ligeledes kan man nu 
til yderligere Ind0velse formulere de tidligere IsBrte Regneregler 
som Seetninger om Logarithmer, saa at Funktionen fremtraeder med 
et mere selvstaandigt Prseg som omvendt Funktion, og endelig kan 
man dertil knytte Betragtninger over Logarithmer med. andre 
Grundtal end 10. 

Dette anser jeg imidlertid, naar der ikke skal gaas videre. 
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som en Biting, deiimod b0r Logarithmemes Anvendelse paa Bentes- 
regning selvMgelig omhyggelig gjennemgaas og den naerliggende 
Analog! mellem en Eentetabel og Antilogarithmetavlen paapeges. 

Naar Laeren om Logaiithmeme ndviMes omtrent paa denne 
Maade, tror jeg, at den vil falde Eleven forholdsvis let. Hvor 
meget der skal medtages af selve Beregningeme for at paavlse 
Mnligheden af Antilogarithmetavlens Eonstruktlon, maa til Dels 
overlades til Laererens Skj0n, men jeg anser det for at vaere af 
Betydning, at Eleven virkelig faar den Indsigt, som Udf0relsen af 
de fom0dne Operationer, der tilmed afgive en udmaerket 0velse i 
Begning, med&frer. 

Ogdet b0r ikke tabes af Syne, at Logarithmemes Betydning 
paa det elementsere Standpunkt alene er, at de afgive et Middel til 
Lettelse af visse Eegneoperationer. Der b0r derfor laegges den 
st0rste YaBgt paa, at Eleven virkelig laerer at benytte dette Hjaelpe- 
middel, ikke blot til at beregne Talvaerdlen af sammensatte Udtryk, 
men meget mere til Udf0rel8en af mere skematiske Beregninger, 
hvor selve Udtrykkene ere af simpel Form, men Maengden af 
Operationer af stort Antal. Jeg anser f. Ex. Beregningen af de 
reciproke Vaerdier af Kvadrateme af de f0rste 60 firecifrede Tal ved 
Logarithmer for en langt mere gavnlig 0velse end Beregningen 
af adskillige indviklede Udtryk af den Art, man saa ofte ser i 
Opgavesamlingeme. F0r der er gjort et Par Hundrede Opslag i 
Tabellen, kan det ikke ventes, at Eleven skal have opnaaet en 
saadan Faerdighed, at han kan benytte den som et virkeligt 
Hjaelpemiddel. Dertil fordres ikke blot, at han effcer grundig 
Overvejelse i hvert enkelt Tilfaelde kan finde Kesultatet fejlMt, 
men ogsaa meget mere, at dette kan gj0res uden Famlen og 
uden un0dvendige Opskrivninger af Formler, Interpolationer 
eller andre simple Mellemregninger. 

Opnaaelsen af dette Kesnltat i Skoleme vilde i en overor- 
dentlig Grad lettes, naar man ved Logarithmemes Indjzivelse, altsaa 
navnlig til Aim. Forberedelsesexamen, en Gang for alle vilde kaste 
de 5-cifrede Tavler overbord. Selv om disse ikke i Skoleme vara 
repraesenterede af saa uhensigtsmaessige Tavler som Lalande's og 
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Hotel'B, vilde de 4-cifrede Tavler ubetinget v«re at foretr»kke. 
Den linge For0gel8e i N^agtighed bar saa godt som intet at sige 
i Sammenligning med den Fordel, det er at have hele Tabellea 
samlet paa to Oktavsider, hvorved al Ombladen spares og megea 
Tidsspilde undgaas. Om man &ar 6 eller kun 4 rigtige Cifre i Besul- 
tatet, bar i Reglen kun Men Betydniqg, og skal der regnes med 
st0iTe N0jagtighed, er man oftest n0dt til at benytte 7-ci£rede Tavler, 
bvis Indretning forstaas lettere, naar man kjonder de 4-cifrede, end 
bvis man kun bar laert at benytte de saedvanlige 5-ciirede. Til Op* 
naaelsen af Bt0rre N0jagtigbed, navnUg ved Bentesregning, burde 
de derved byppigst forekommende Logaritbmer sserskilt anf0res med 
8 Dedmaler. 

En god 4-cifret Logaritbmetavle, der tilHge burde indebolde 
en Antilogaritbmetavle, samt et Supplement med forskjellige byppig 
forekommende Logaritbmer med flere Decimaler, maaske ogsaa en 
liUe trigonometrisk Tavle, vilde kunne baves for en Bagatel og 
sikkert g}0re fuldstaendig Fyldest ved den f0rste Undervisning. Til 
Artium og Adgangsexamen ved Folyteknisk Laereanstalt og lignende 
Examiner, by or der fordres trigonometriske Begninger, kunde der 
da tillige med BiUigbed kraeves Ejendskab til Regning med den 
7-cifirede Tavle. 

Til Slutning et Far Bemserkninger om vore mest bekjendte 
4- og 6-Gifrede Tavler. 

Saa godt som ingen af disse tilfredsstille de Fordringer, man 
maa stille til en god Logaritbmetavle. Af 4-ci&ede er den, der 
findes bos Hotlel, ganske god, navnlig er Antilogaritbmetavlen meget 
tydelig. Bauer's 4-cifrede Logaritbmer og Antiloga- 
ritbmer vilde bave vseret fortraeffelig, bvis der ikke var ofret for 
megen Plads paa de Met nyttige Interpolationstavler, bvoraf F^lgen 
er bleven, at ikke alle 4 Cifre staa samlede. 

Af de 6-oifrede Tavler — jeg taler ber ikke om de trigono- 
metriske Tabeller — er Bauer's den bedste. Den indebplder 
ogsaa en Antilogaritbmetavle, men Formatet er lovlig stort. Ind- 
rettet paa samme Maade, men uden Antilogaritbmer, er Professor 
Brocb's HQe Tavle. Dens betydeligste Mangel er det daarlige 
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Papir, hvorpaa den er trykt, Cifrene ere ogsaa lidt for store i 
Eorhold til Fladsen. En fortrae£Felig 5-cifret Logarithmetavle, ind- 
rettet som Broch's med dobbelt Indgang, yilde den af Adjunkt 
P. H. Warming udgivne have vaeret, hvis ikke Forfatteren havde 
gjort sig skyldig i en Fejl, som ogsaa af og til trseffes i 
andre TabeUer, den nemlig, at Tabellen begynder paa Side 3 i 
Stedet for paa Side 2 eller 4. Deraf bliver nemlig F0lgen, at ikke 
alle Tal, som h0re til samme Tusende, staa paa de to samtidig 
opslagne Sider, hvilket letter Ops0gelsen af TaUene i li0j Grad. 

Den af Lalande saa vel som af Hoiiel benyttede Opstilling 
gj0r det umuligt hurtig at finde sig tilrette i Tavlen, og kan kun 
forsvares, naar Hovedvaegten udelukkende skal Isegges paa de 
trigonometnske Tavler. Tilmed er navnlig hos Lalande baade 
Format og Typer alt andet end heldige. Men der begaas i denne 
Henseende ikke sjeldent grove Forsyndelser, jeg skal som et 
Exempel nsevne en for et Par Aar siden ndkommen elegant ud- 
styret liUe Tavle af Henrici, der saelges til den billige Pris af 
80 Pf. men kan anf0res som en gavnlig Pr0ve paa, hvorledes et 
bnigbart Tabelvaerk ikke b0r vaere. 

2. Det vil i denne Sammenhseng ikke vaere uden Interesse 
at stifte Bekjendtskab med den Maade, hvorpaa Opfinderen af de 
briggiske Logarithmer ad elementser Yej oprindelig har ud&rt Be- 
regningen af den Logarithmetavle, der i Yirkeligheden danner 
Grundlaget for saa godt som alle de senere udgivne Tavler. Me- 
thoden findes udf0rlig fremstillet i Indledningen til Briggs' store 
Yserk: Arithmetic a Logarithmica, London 1624, som inde- 
holder de 14-cifrede Logarithmer til alle hele Tal fra 1 til 20000 
samt fra 90000 til 100000. Denne Indledning er i adskillige 
Henseender af saa stor Interesse, at den endnu i vor Tid fortjener, 
at man gj0r sig bekjendt med den. 

Briggs definerer ligesom Neper Logarithmeme som Tal, der 
ere saaledes forbimdne med de tilsvarende, at Logarithmeme til 
Leddene i en Kvotientraekke danne en Differensraekke. Dennes 
f0rste Led og Differens kan i 0vrigt vsBlges vilkaarlig ved at fest- 
SflBtte de Logarithmer, som skulle svare til to opgivne Tal. Briggs 
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viser, at det er fordelagtigst at saBtte log 1 «■ 0, da derved Loga- 
nthmen til et Product (han betegner dette red Navnet »&ctas«) 
bliver lig Summen af Faktoremes Logarithmer. Endvidere er det 
mest praktisk at saette log 10 — 1, eller om man vil, lig 1, efter- 
falgt af et vist Antal Ntdler. 

For at finde et forelagt Tals Logarithmer, kiinde man an- 
vende den Methode at opl0fte Tallet til en eller anden h0j Potens 
og ligefrem taelle Antallet af Cifre i Besultatet. Saaledes vilde 
210000 ijiiye et Tal, som skrives med 3011 Cifre, og da dette Tals 
Logarithme, som bliver 3010 + ®^ Br0k, er 10000 Gkinge log 2, 
vil altsaa de fiafrste Cifre af denne faas bestemte. Denne Methode 
forkastes imidlertid som mindre praktisk. 

En mere anvendelig Fremgangsmaade faas ved at bemaarke, at 

log VlO =« -^, log V\0 =» -p 0. 8. v. De til de rationale Loga- 

rithmer 2""** gvarende Tal kunne altsaa findes ved fortsatte Kva- 
dratrodsuddragninger. Briggs har udf0rt disse Boduddragninger saa 

langt som til y 10 og finder for dette Tal P og dets Logarithme 

P «= 1,00000 00000 00000 12781 91493 20032 36 
logP = 0,00000 00000 00000 05561 11512 31267 82702 11815. 
Naar man nu betragter disse Tal i Forbindelse med de naarmest 
foregaaende i Eaekken, viser det sig, at for saadanne Tal af Formen 
(1 + ^)? der skrives som 1 efterfalgt af 16 Nuller foran de be- 
tydende Decimaler, blive Logaritlmieme ligefrem proportionale med 
solve Tallene minus 1 og kunne derfor umiddelbart beregnes ved 
Multiplikation, idet log (1 + ^) *" ^ • 0,4342 .... 

Ved HjaBlp heraf kan et hvilket som heist Tals Logarithme 
findes, idet man af Tallet uddrager Kvadratroden, af denne atter 
Evadratroden o. s. v. og saaledes fortssBtter, indtil man kommer 
til et Tal, der skrives som 1 efterfalgt af saa mange NuUer, at 
dets Logarithme kan beregnes ved simpel Multiplikation. 

Briggs anvender denne Methode til Bestemmelsen af log 2, 
idet han begynder med at s0ge log 1,024 — log 2}^ — 3, han faar 
derved log 2 med 18 rigtige Decimaler. Af log 2 faas strax log 5, 
medens log 3 krsever en ny Beregning. I Stedet for direkte at 
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s^e log 3, s0ges log 6 ved at gaa ud fra Tallet 1,0077696, som 
er 6^ : 10^. Saaledes findes log 3 med 17 rigtige Dedmaler. 

Paa Hgnende Maade kan fortsaettes, men man ser let, at det 
for at lette Arbejdet er af Yigtighed, at de Tal, hris Logarithmer 
direkte bestemmes ved Evadratrodsuddragning, ere jxsbt yed 1, og 
Briggs viser, hvorledes man da kan anvende en Methode til Be- 
regning af de sukoessive Evadratr0dder, som i Qrunden er identisk 
med Udvikling b£ Vl'\-x i Eaekke efter Potenser af x. 

Skal man f. Ex. finde log 7, saa bema^rkes ferst, at 
7^ — ' 49 ligger imellem 48 og 50, hvis Logarithmer kunne findes 
af de aUerede beregnede. Altsaa kjendes ogsaa log 2400. Men 

da 7* = 2400 -j- 1, saa er log 7* — log 2400 =- log (l + s^), 

som derefter bliver at beregne ved Eoduddragning. 

De f0lgende Primtals Logarithmer findes paa samme Maade, 
idet B. stadig s0rger for til deres Beregning at benytte et Tal, 
hvis to naermeste have bekjendte Logarithmer. F. Ex. log 59 
findes Bilogb9,l9 ^ log 1121, idet 1120 «= 56 . 20 og 1122 — 
66 . 17, altsaa 1121' — 1120 . 1122 — 1. 

Paa denne Maade skrider Beregningen effcerhaanden fremad, 
og man kan ikke andet end beundre den Ihaerdighed, der hax 
maattet kraeves for at gjennemf0re disse traettende Begninger. Det 
er dog ikke alle Logarithmer i Tavlen, som ere beregnede direkte 
paa denne Yis eUer ved simpel Addition. En Del ere sikkert 
fundne ved Interpolation. Briggs helliger dennes Anvendelse ved 
Tavlens Brug en sserlig Opmaerksomhed og giver udfiafrlige Anvis- 
ninger til at iLdf0re Interpolationeme paa den bekvemmeste Maade, 
saavel ved Beregningen af Logarithmeme som af Tallene. Jeg 
skal ikke opholde mig ved disse men knn omtale en sserlig 
Methode, han har angivet til at ndf0re en Femdeling af Intervallet, 
Briggs's ber0mte Quinquisectio. 

Denne Methode, som det maa erindres er langt aaldre end 
den Newtonske almindelige Interpolationsformel , fortjener at blive 
erindret som saerdeles nyttig. Beviset for dens Eigtighed i de 
simpleste Tilfaelde fordrer ingenlimde stort Apparat Et Mdstaendigt 
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Bevis er giret af Legendre i Connaissance de temps 1817, senere 
af Haniice, smsteds. 1847. 

Jeg skal fremstille denne Metiiodes Anvendelse for det spe- 
GLelle TilEBBlde, at 4de Differens er at betragte som konstant, og 
slml ved XJdledelsen fidge den Fremgangsmaade, som jeg antager 
det rimeligst, at Bnggs bar benyttet, da det er den, som Jigger 
naermest for Haanden. 

Yi taenke os altsaa en Funktion f(x) , hvis 4de Differens er 
konstant *»» «, f{x) kan da, naar en bestemt 3die Differens kaldes 
d^ en 2den Differens c, en feorste h og en af selve Fnnktionens 
Yaerdier er a, umiddelbart konstrueres, saaledes som vist i efter- 
f0lgende Me Tavle, der giver den almindeligste Funktion, bvis 4de 
Differens er konstant. Yi antage nu, at denne Funktions Yaerdier kun 
ere givne for hver 5te Yserdi af Argumentet (. . . — 6, 0, 5, 10 . . .), 
og at de tilsvarende Differenser JB, C, jD, E ere dannede. Op- 
gaven er da fra disse at vende tilbage til de oprindelige Differenser. 



J^ J^ J^ J 


hx) 


X 


Differenser. 


d — 5e 6— Be — he 






^-*/, 




e c— 2(?+7e 


a— 2&+7C+ 5d— 7c 


—2 


/« 




d— 4c 6 -4c— 2d+2c 










e c—d +3e 


a— 6 +3c+ 3£?— Be 


— 1 






d— 3« 6 — 8c— M+he 










e c 


a 





Co 


E 


cf— 2e 6— 2c— 8d+5« 










e c+d —2c 


a+6 —2c— 3rf+5c 


1 






d— c 6— c — 2d+Se 










e c+Zd—Se 


a+26— 3c— Bd+8c 


2 






d b 






^»/. -^v. 




e c+Sd—Se 


a+36— 3c— 5d+8c 


3 


/l /I 




d+e b+c + SdSe 






• 




e c+4d— 2e 


a+4ft— 2c— 2<«+Bc 


4 






d+2e b+2c+ 7e?— 6c 










e c+hd 


a+B& + hd 


B 


c. 


E 


d+de b+dc+l2d-b€ 










e c+6<}+3c 


a+66+3c+17d— Be 


6 






ci+46 6+4c+18d— 2e 










e c+7rf+7c 


a+76+7c+35t«-7e 


7 


^"/. 




(I4.5e ^5e+25cl+5e 
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Hvorledes dette skal gj0res, vil umiddelbart ses, naar man opskriyer 
et Skema som det omstaaende, hvor vi af Hensyn til Pladsen have 
indskraenket os til kun at medtage det strengt ii0dvendige. For 
de til det 5-dobbelte Interval svarende Yaerdier ere de ved store 
Bogstaver betegnede Differenser indfisfirte paa deres naturlige Pladser 
i Skemaet. Deres Yseidier ere an&rte i det naeste Skema. 



X 


y*. V Differenser. 


—5 


a— 66+25C— 5eH-50e %oc 






56— 25o+5ti— 50e 


125^—6256 





a 00=250+506 


625e 




Bif^-^bb +6d D6/^= 


=-md 


5 


a+6b+6d Cs— 25c+125^+50e 


625e 




56+25c+130(H-50e 


U6d+62be 


10 


a+lOb+26c+lS6d+hOe 





Det ses af dette Skema, at man af de til det 6-dobbelte 
Interval svarende Differenser B, C, D, E imiiddelbart kan finde de 
Differenser h^ c, dj e, som indtage de tikvarende Pladser i det 
fuldstsandige Skema. For at udf0re denne Bestemmelse dannes 
f0rst de saakaldte dividerede Differenser 

hvorefter erholdes 

d ^ 6, 

h — fi — d. 

Begynder man nu Kegningen med at indf0re Yaerdieme af 
f{x) for hvert femte Argument, kan hele h^'re Side af Skemaet 
strax beregnes. Heraf faas atter de dividerede Differenser, og de 
fundne Formler give da Midlet til efterhaanden at udfylde ogsaa 
venstxe Side, idet de med fede Tryk fremhaBvede St0rrelser naBsten 
uden Kegning kunne findes af dem paa h0jre Side, hvorefter alle 
de andre Differenser og de ubekjendte Funktionsvaerdier kunne 
fEtas ved simple Additioner. Ved gjennemgaaende Femdeling af 
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Intervallet i en Tabel udfores Begningen naturligvis fortJisbende, 
saaledes at hver enkelt af de dividerede Differenser kuii benyttes 
yed Bestemmelsen af de i Skemaet med fede Typer betegnede, 
tilsyarende korrigerede Differenser paa renstre Side. 

Det er iike vanskeligt at tage Hensyn til hjajere Differenser. 
Skal f. Ex. ogsaa 5te og 6te, som vi betegne ved / og i, medtages, 
saa ^s, idet de tilsvarende dividerede Differenser ere 9 og x, 
^"'Jf, /«=»5p, e = € — 4x, d=«5 — 3y, c=-«y — 2^ — Ifx, 

Man ser iinidlertid strax, at Regningen bliver noget mere 
sammensat. Ogsaa for Trisektionen kan der findes simple 
Formler, som vi overlade til Laeseren selv at udvikle. Biiggs giver 
i 0vrigt en Tabel over Koeffidenteme , som blive at benytte i alle 
de Tilfselde, hvor Methoden kan vaere praktisk anvendelig. 

Briggs' Indledning indeholder endnn adskillige andre nyttige 
Anvisninger og 0velsesexempler, men ved disse skal jeg ikke 
dvaele; jeg skal knn gj0re opmserksom paa, at en Methode, som 
mange Gange senere er opfunden og praesenteret som ny til Be- 
regning af Logarithmer ved Hjaelp af Logarithmer til Faktorer af 
Fonnen 1,000 ... a, allerede er angiven af Briggs, der giver det 
fuldstaendige Apparat og Anvisning til paa denne Maade at finde 
i4-cifrede Logarithmer til et vilkaarUgt Tal. 



OM RAABE OG DUHAMEL'S KONVEReENSBETINGELSE. 

(af J. L. W. V. Jensen). 



(Af et Brev til Professor H. G. Zeuthen.) 
Tillad mig i Anledning af Deres Artikel i det sidste Hefte af 
Tidsskrift for Mathematik at henlede Deres Opmserksomhed paa, 
hvor simpelt Udledelsen af den Raabe-Dnhamerske Konvergens- 
betingelse kan ske ved Benyttelse af min Fremgangsmaade i Ar- 
tiklen »0m Raekkers Konvergens« i Aargangen 1884. Neden- 
staaende har jeg tiUadt mig at gjengive Beviseme, saaledes som 
jeg dengang tsenkte mig dem f0rte ved Undervisningen. 
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Naar a^ og w^ ere positive, og for et yist og alle 
st0rre m 



a 






— ^n+l > ^ > 0, 



hvor fi er uafhsengig af w, maa Jw^ vsere konvergent 
Bevis. Af UUgheden f0lger 

tln+l < — K^n — ^n+lW„+i), 
livoraf udledes 

Wn+l + ^n+2 + • • • 

hy(»Died Ssetningen er beyist; tilmed giver — %w») da denne 

St0rrel8e er uafhaengig af m, en h0jere Graense for Besten af 
Bsekken. 

Tages a^ -* 1, haves Cauchy's Konvergensbetingelse 



— 1 > /i, eller > 1 + /u, 



hvorved — w„ er en hqere Graense for Resten. 



Er derimod 

< 1, 



maa 2 w^ divergere, da w^ < w^^i viser, at w^ voxer med 
voxende w. 

Tages a^ «» n, haves Raabe's Konvergensbetingelse 

w {n+l)>^ eUer n I 1 I > 1 + ^, 

hvorved er en hojere Graense for Resten. 

Er derimod 






<1, 

maa 5 m„ divergere , da »««<(» + 1) m»j.i, og nM„ saaledes 
maa voxe med n. 
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EXAMENSOPGAVER. 



4de Klasses Hovedexamen og aim. Forberedelsesexamen. 

Jan. 1886. 

Aritlimetik. 

1. Til et ftelles Foretagende indskyder A ^, B | og C /^ 
af det dertil fom^dne Betob. D, som leder det, skal have 12^^ 
pro Cent af Udbyttet Hvor mange pro Cent deraf tilkonmier der 
hver af de tre Interessenter? Hvad faar hver, naar Udbyttet er 
66600 Kr.? 

2. Beregn x ved Logarithmer, naar 

l_ic* — 0,99516. 

3. Af ^=-^^5 

ex -{- a 

findes X udtrykt ved a, 6, c, d. DemsBst vises, hvorledes Udtrykket 
bliver simplere, naar be =» ad. I dette Tilfaelde forlanges Priafve 
paa Rigtigheden af det fiindne x. 

OpL 1. 100 — 12| — 87» pro Cent er der til Deling. 

ft?' ft?* 7 ft7l 

Afaar?Zl_17i, B^^ ^ 29^ C ^-^p == 46? p. C. 

D skal have 8325 Kr., A 11655, B 19425, C 27195. 

2. x^Vil — 0,99515)2 = v^0,004852, 
logx^i log 0,00485 «= 0,07430 — 1, oj = 0,11866. 

3. Ligningen sendres til 

cx^ + {d — a) X — 6 = 0, 

, , a--d+V(a — d)' +4hc 

hvoraf x =« = — ^r — ■ -. 

2 c 

L 3 ' 0, d 

DC «« ad giver x ^^ — og a; — . 

c c 

Prjave af den sidste Yserdi giver a; «- -tt; ^^^ saBttes & •*= — ind 

° c 

i den forelagte Ldgning, faar man, at denne Vserdi er ubrugelig, idet 

ad 



ax 
__ ' c a 

cx + d c 

V. Btokko. 4. Aorgang. 2 
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Praktisk Eegning. 

1. A kj0ber et Hus for 28000 Kr., betaler Omkostninger 
ved Handelen med 1^ pro Cent af Iadkj0bsprisen og anvender 
1660 Er. til Istandssettelse. Han lejer det ud for 9 pro Cent af 
hele den til Ej0b, Omkostninger og Istandsadttelse medgaaede Sum. 
Skatter og Beparationer koste ham 27 1 pro Cent af den aarlige 
Leje. Til hvilken Pris maa ban sadlge Huset, naar 5 pro Cent af 
Salgsprisen skal T»re lig bans aarlige Overskud af Huset? 

2. En Skomager kan med 20 Svende og 6 Brenge forfsardige 
1000 Par Sko og 400 Par Stevler af bestemt Beskaffenhed i 6 Uger. 

Naar der nu til bvert Par St0yler krsdves 1| Gang saa lang 
Tid som til et Par Sko, hvor lang Tid beh0ve8 da til med samme 
Arbejdskraft at levere 10000 Par Sko og 3000 Par St0vler? 

Naar demaest en Svends Arbejdskraft er 1^ Gang saa stor 
som en Drengs, hvor megen Arbejdskraft;, udtrykt i Antal af Drenge, 
maa Skomageren da have for at gj0re den nsevnte Levering ferdig 
i 29 Uger? 

Naar endelig Skomageren vil skaffe sig saadan Arbejdskraft, 
men kun kan faa 9 Drenge i alt, hvor mange Svende maa ban 
saa antage? 

3. Hvor Isenge varer det, inden en E^apital, som ssettes paa 
Rente og Rentes Rente til 3 J pro Cent, er fordoblet? 

Opl. 1. I Alt koster Huset 

28000 (1 + 0,0125) + 1650 — 30000 Kr. 
Leje deraf bliver da 2700 og Skatter med Reparationer 27§ p. C. 
er 750 Kr., saa at det aarlige Overskud er l950 Kr. og 20 . 1950 — 
39000 Kr. bliver Salgsprisen. 

2. 400 Par St0vler kraBve samme Tid som 600 Par Sko, 

derta 1000 — — , 

saa at i 6 Uger leveres et Arbejde af 1600 — — 

Nu forlanges 3000 Par St0vler eller 4500 Par Sko, 

samt 10000 — — 

tilsammen 14500 — — . 
Arbejdsmsengden er proportional med Arbejdstiden, altsaa 
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1600 6 3 . 146 



, X = —^ 54| Uger. 



— — , a: = 



14600 X 

Arbejdskraften er nn 20 Svende, lig med 30 Drenge, dertil 6 
giver en samlet Arbejdskraft af 36 Drenge. 

Arbejdstiden er omvendt proportional med Arbejdskraften, altsaa 



542 X 16.9 ^^, _ 

29-36' ^ -=- -2" =- ^^^ ^^^^"' 



68' 



af hviike staa tQ Baadighed 9 Drenge. Beaten 68^ svarer til —. 

In 

=- 39 Svende. 

3. 2 = (1 4- 0,038f , X =- j—^-~s =• 1^,6 Termin. 
^ log 1,038 



2 
1 



Geometri. 

1. Hvilken S«tning gjeelder om de Stykker, hvori Halve- 
ringslinien af en Yinkel i en Trekant skjserer den modstaaende 
Side, og hvorledes bevises den? 

Naar en Yinkels Halveringslinie deler Trekanten i Arealer 
paa 48 og 16 Kvadratfod, hvilket Forhold er der da imellem de 
Sider, som indeslutte Vinklen? 

2. En Yinkel AOB og et Punkt P inden for dens Ben ere 
givne. Konstruer en Linie igjennem Punktet, som af Benene 
afskjaerer Laengder fra proportionale med to givne lanier a og b. 

3. To lige store Cirkler med Badius r skjsere hinanden saa- 
ledes, at Badieme til Skjaeringspunkteme ere vinkelrette paa hin- 
anden. Hvor stor er Centremes Afstand? Hvor stort er det for 
begge Cirkler faelles Areals Forhold til den af Badieme til Skjae- 
ringspunkteme dannede Figur? 

71 tages med 6 rigtige Decimaler. 

OpL 1. I Exemplet forholde de to Arealer sig som deres af 
Halveringslinien adskilte Grundlinier, saa at disses Forhold er som 
3 til 1. Det samme bliver da Sidemes Forhold. 

2. a a&aettes paa OA, b paa OB og Endepunkteme forbindos. 

En Ldnie igjennem P parallel med Forbindelseslinien er den for- 

langte. 

2* 
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3. Radieme danne et Kvadiat, hvis Diagonal er r V2. Det 
80gte Area! er sammensat af to Segmenter paa 4:5^^ hvis Areal til- 
sammen er 2 (} nr^ — i^^) '^ ^ (^ — 2) r*. 

Forholdet er altsaa "(tt — 2) — 0,670796. 



L0SNING AF OPGAVERNE 610, 621, 522, 443, 480, 

121 OG 376. 



510. Der er givet etPunkt og et fuldstaendig tegnet 

Keglesnit. Yed Benyttelse af dette samt Lineal og 

Passer 0nskes gjennem Funktet lagt en ret Linie, 

hvorpaa Keglesnittet afskjaerer en Korde af given 

LsBngde. 

(H. G. Zeuthen). 

KonQtruktionen kan udf0res ved HJ8Blp af Mgende Saetning: 
Naar en Korde i et Keglesnit drejer sig om et fast Punkt P, 
og en Cirkel bevseger sig saaledes, at den stadig gaar gjennem 
Kordens Endepnnkter, medens Centrets Forbindelseslinie med det 
faste Punkt danner en konstant Yinkel (a) med Korden, vil Radikal- 
axen for to og to af disse Cirkler gaa gjennem et andet fast Punkt. 
Tages nemlig P til Pol for et polsert Koordinatsystem, hvis 
Axe er parallel med en af Keglesnittets, £aar dette Ligningen 

{A cos^ e + B sin^ e).r^ + 2{Dcos6 + JEsinO) .r + F-^O. 
Man faar heraf, naar $i betegner en vilkaarlig Kordes Yinkel, 
Q den tilsvarende Cirkels Radius, r^ Radius vektor til Cirklens 
Centrum, 

^' A €08^ 6, +B8in^e, ' ^^^ "' 

F 



Acos^ Oi-hBsin^ei' 
Idet nu B betegner A&tanden fra Cirklens Centrum til et andet 
fast Punkt Q, kan man vselge dettes Koordinater r^ og 6' saaledes, 
at JB* — Q^ har en konstant Yaerdi K. Dertil fordres, at 
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J2» _ r J « r'2 — 2rVi cos (O^—a — 6*) 



F 
K — 



Acos^e^ + Bsin^Oi 
tilfredsstilles af ethvert Par sammeiih0rende Vserdier af rj og dp 
IndssBttes ovenstaaende Udtryk for r, ved dp faas en Ligning af 
Formen 

Lcos^ $j^ + Mcos6i.sin$i '\' N =^0, 

hvor Li M og N ikke indeholde dj. Af lagningeme 

i^-O, 3f-«0, iV--0 

kan man da bestemme r', 0' og K, og det viser sig, at de altid 
blive reelle. 

Hermed er den anfttrte SsBtning bevist. 

For a « faas den specielle Ssetning^ der anvendes i den 
Mgende Konstruktion: 

Punktet Q kan bestemmes som Eadikalcentrum for Cirkler 
over tre vilkaarlig valgte Korder som Diametre. Det maa ogsaa 
ligge i en Linie vinkelret paa Ps Polar i dens Skjaeringspunkt 
med Diametren gjennem P. Man kjender nu Q's Afstand fra den 
s0gte Eorde /c's Midtpunkt, og dette maa altsaa ligge i en Cirkel 
C, der kan konstrueres. Opgaven er da at trsekke en Korde 
gjennem P, der halveres af C. Har Knrven et Centrum 0, og 
antages Diametren gjennem F at skjaare Eurven i S, kan man red 
Hjaelp af C konstruere en Cirkel C|, der halverer den Korde A,, 
som kan trsBkkes gjennem S parallel med k. C^ og C bar Lig- 

OS 

hedspunktet 0, og Radiemes Forhold er jyp' ^i'^ andet Ende- 

punkt findes da let, og denned er ogsaa k bestemt. Der er i 
AlmindeUghed fire L0sninger. 

Denne almindelige Fremgangsmaade sendres lidt ved Parablen. 
Trsekkes gjennem F en Ldnie parallel med Axon, skjaerende Kurven 
i /S, maa Q ligge i linien S'Q, vinkelret paa Axen, da denne 
linie reprsesenterer den Cirkel, der svarer til den paa FS afskaame 
nendelig store Korde.. Ligger F i Parablens Axe, vil Q altid 
Mde i Toppnnktet. C, faas her ved at parallelforskyde C Stykket 
PS i Axens Betning. 
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Yed Hyperblen faas Q simplest Ted at traakke linieme FS 
og PS I parallele med Asymptoteme og skjaerende Kurven i 8 og 
8 1. Q er da Skjseringspiiiikt mellem de paa PiS og P/Sj vinkel- 
rette Linier 8Q og S,Q. 

Korden kan dog ikke bestemmes paa denne Maade, naar P 
ligger i anden Asymptotevinkel, men man vil da kunne finde dens 
SkjaBringspnnkt P^ med den Hyperbel H' gjennem P, der bar 
Asymptoter lilf»lles med den givne. P, ligger paa en Cirkel C*, 
der let bestemmes ved Hjaelp af C. Er den givne Hyperbel H 
ligesidet, bliver H* ligedannet med den, og SkjaBringspunkteme 
med C bestemmes da ved Hjselp af ZT. I andre Til£»lde kan 
man forandre Ordinateme (idet Hyperblens Axer tages til Koor- 
dinataxer) i et saadant Forhold /, der let findes ved Hjaelp af 
Asymptoteme, at H' bliver til en Hyperbel Hi ligedannet med 
Hj medens O erstattes af en Ellipse, livis Skjaeringspunkter med 
Hi dog kan bestemmes ved en Cirkel Cig. Da ligningen for O 
har Formen 

x^ -\- y^ -{- ax '\- by -t c — A:^ «« 0, 
hvor a, 6 og c ere uafh^ngige af Korden A, faar C, Ligningen 

x^+y^ + d' {fix +/. hy) + 6' — a'/c^ = 0, 
hvor de af Zf uafhaBngige Konstanter a* og b* kunne bestemmes 
ved at konstruere den Cirkel (7q, der svarer til A: «» 0. Man kan 
finde denne Cirkels to Skjaeringspunkter med H^^ og da derhos 

Centret ligger paa Linien y ^=f , — . x, kan Cirklen tegnes. Den 

tv 

med Cq koncentriske Cirkel Cj^ kan nu ogsaa konstrueres, og dens 
Skjseringspunkter med 5, kunne da, ifolgeligedannethedsmethoden, 
bestemmes ved Hjselp af H. De tilsvarende Punkter (P|) i C 
tilhjefre de s0gte Korder. 

Ligger P i en af Hyperblens Asymptoter, bliver P, Kordens 
SkjaBringspnnkt med den anden Asymptote L, Drages nu Tan- 
genten FT og gjennem Iteringspunktet T en Korde A:, parallel 
med Zf, beviser man let, B.i 2ki . PPi ^^ k^, Heraf faas felgende 
Eonstruktion: 

Man inverterer L med P som Inversionscentrum og idet 
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Inyersionspotensen er ^k^. Derved faas en Cirkel S*. De til 
Pimkteme P| svarende inverse Punkter jp fisias da red at paiallel- 
forskyde 8* Stykket FT i Tangentens Retning og &re de derved 
fremkomne Skj^iingspunkter med den givne Hyperbel tilbage i 8*, 
De s0gte Korder indeholde Punkteme P. 

(N. Madsen). 



Tiff0j6i8e af Opgavens Stiller. 

Foranstaaende Opgave fremkom som et Fors0g paa efter 
Pappos' Angivelser at finde nd af, hvad der kan have vseret 
Indholdet af Eratosthenes' tabte Skrift om Mellemst0rrelser, og 
en derefter a^sset L0sning og Diskussion af Opgaven findes ind- 
rykket i JQortende Afisnit af mit Skrift om Eeglesnitslaeren i 
Oldtiden'). Pappos meddeler vel saa yderlig lidt, at der nseppe 
var Udsigt til at opnaa ret stor Overensstemmelse med det an&frte 
Sknffcs Indhold; men min Hovedhensigt var ogsaa ved et Exempel 
at vise, hvorledes de i Oldtiden fuldkommen bekjendte Saetninger 
og Methoder kunde bruges. 

Min L0sning afviger fra den foran staaende derved, at jeg, ved 
Siden af, at et geometrisk Sted fra den S0gte Kordes Midtpunkt er 
en Cirkel — som vist foran — , tillige benytter, at dette Midtpunkt 
maa ligge paa et Keglesnit, ligedahnet og ligedan beliggende med 
det givne, med linien PO til Diameter (idet Betegnelseme ere de 
samme som foran). Bestemmelsen af dette Keglesnits Skjaerings- 
punkter med Cirklen maa paa Grund af Ligedannetheden kunne 
ombyttes med en Bestemmelse af Skjaeringspunkteme mellem det 
givne Keglesnit og en ny Cirkel. Denne samme Cirkel vil i 
Yirkeligheden ogsaa blive benyttet i Hr. Madsens L0sning. Kun er 
i denne den Cirkel, hvorpaa Midtpunktet af Korden gjennem 8 
skal ligge, benyttet som Qjennemgangsled for Bestemmelsen. 

Imedens jeg for Diskussionens Vedkommende henviser tQ mit 



') Kgl. Danske Vidensk. Selsk. Skrifter 6. Esekke, math, naturv. Afdehng 
m Bd. 1. Skiiftet udkom ferst nogen Tid efter, at Opgaven var stillet i 
Tidsskriftet. 



1 
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an&irte Skrift, skal jeg her endnu kun bemsBrke, at Anvendelsen 

af det givne Eeglesnit af sig selv viser fiig at yaere illusoiisk, naar 

dette er sammensat af 2 rette Linier. Ellers vilde Opgaven i dette 

Tilfitelde kunne l0ses alene ved Hjselp af Lineal og Passer, hvUket 

ikke er Tilfedldet 

(H, Z.) 

52L Man skal bestemme Eoefficienterne c saa- 
ledes, at f0lgende Liglied finder Sted for alle positive x: 

v=oo V-=QO c 

(J. L. W. V. Jensen). 

Insatt i stmiet fiJr e"^ en qvantitet y. Man fir: 

CD a CO c,. CD c^ y 

2 y^ — ^ -^ 2 --^^^ 

v=o v=o y '' — 1 v=o 1 — y'' 

eller 

i+,i' + ,2. + ^. + -^ + _£iiL + _£^ + 

Nu ar antaget, att ic > 0. Deraf fSljer att y < 1. P& grand 

haraf ega vi rattighet utveckla j. i en serie efter stigande 

1— 2r 
potenser af y, Saaledes: 

^ + yc,+y^{c,+c^) + y^{c^+c^) + .... 

Genom att jemfore koef&cientema erhalles: 

Cq — 0, c, =1, Ca *- — 1, ^3 — — 1, C4 — 1, C5 »— — 1 0. s. V. 

Yi vilja nu s6ka ett allmant uttryck ^r c^ 

1) Yi anta till en bSrjan, att Z: ar primtal och > 1. 

D& ar 

Ci+cjf,^0 •/ Cj^ 1 

och 

^1 +CA; + ^Aj« = 1 '•' ^Aj«— + 1- 

2) Ar A: — produkten af 2 primtal, hvardera > 1, finnes 

analogt med det foreg&ende, att 

Cjj. = + 1 och c^s — -]- 1. 
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3) Ar & =« produkten af 3 primtal > 1, s& ar 

Cjj. =* — 1 och C].2 — -{■ 1* 

4) I allmanket ar 

oin k kan uppdelas i jemnt antal primfektorar, men 

om k kan uppdelas i udda antal primfaktorer. 

S&ledes ar t. ex. c^„ — — 1, c^^ — — 1 o. s. v. 

(Frans de Bnin). 

Anm. af Eed. Almengyldigheden af det fundne Resultat ses 
lettest saaledes: Eoefficienteme c^ skulle tilfredsstille den almin* 
delige Betingelse 

{1, naar v er et Kvadrattal, 
i aUe andre Tilfaslde, 
idet Ic^ udstrsekkes til alle Divisorer (1 medregnet) i Tallet v. 
Er v^a^b^c^ ...^ livor a, 6, c betegne Tallets Primfaktorer, saa 
skal altsaa almindelig haves c,, — ( — l)<*+i^+y+-*'. Men alle 

Divisoreme i v ere Leddene i det udviklede Produkt 

(I 4- a 4- a2 + . . . a«) (1 + 6 + 62 + . . . 6^) 

Erstattes heri alio Primtallene a, & . . . ved — 1, saa feas netop 
Summon J2c^, og denne Sum vil derfor blive lig Nul, undtagen 
naar aUe Exponenterne a, /^, y . . . ere lige, i hyilket Tilfaelde 
liver af Produktets Faktorer bliver lig 1 og altsaa JS c^ ==* + !• 

(J. G.)- 

522. Traek en ret Linie, dor skjaerer to givne 
Cirkler saaledes, at de tre mellem Skjaeringspunkterne 
beliggende Liniestykker blive lige store. 

Den s0gte Linies Skjaeringspunkter med de givne Cirkler vaere 
SS', IT* og dens Skjseringspunkt med Centrallinien P. Perpen- 
dikulsereme pa den S0gte Linie gjennem S, 5', T, T* trseffe 
Centrallinien i Ji, M\ N, A^', og Kordeme lodret p§, Centrallinien 
gjennem M og N vaere respektive 2 jK" og 2 K*. For det f0rste 

bemaerkes, at Jtf, M* og iV, N' ligger i en Afstand -j hvor c 

4 
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er Centrallinien — fra de givne GirUers Centrer. Endyidere 
har man: 

FN. FN' NT.N'T'^ NT.NT*' j^,^, hvov b og i er 
de Punkter, hvori MS og NT forlaenget, skjaerer sine tilsvarende 
CirMer. Heraf ses, at Punktet Ps Fotenser med Hensyn paa to 

Cirkler med Badius — om de givne Centrer staar i givet Forhold. 

Det geometriske Sted for saadanne Punkter er, som bekjendt, en 
Cirkel, der gaar gjennem de Punkter, der deler de paagjaeldende 

Cirklers Faellestangenter indvendig og udvendig i Forholdet ■^. 

Denne Cirkels Skjaeringspunkter med Centrallinien giver de S0gte 
Punkter F, Den videre Udfffrelse er ligefrem. Man ser, der er 
to Pimkter P, og til hvert af disse svarer to symmetriske Stillinger 
af den B0gte linie. 

(Eristian Birkeland). 



443. I en Trekant, livi's Grundlinie ligger fast, er 
Topvinklen given. Paa Benene tegnes ligesidede Tre- 
kanter. Find Stedet for Midtpunktet af den Linie, der 
forbinder disses Toppunkter. 

I Trekanten ABC ligger AC fast og A. B er given. ABC^ 
og BCA y ere de ligesidede Trekanter paa Benene. Man S0ger da 
Stedet for Midtpunktet M^ af C,Ai. 

Tegnes den ligesidede Trekant ACB^ er /S AB^Ci CS3 
A BiCAi s A ACB^ hvoraf f0lger, at de geometriske Steder 
for C, og Ay ere lige store Cirkler (med Centrene og F). 

Lad CqA^ med Midtpunktet M2 vaere en anden Stilling af 
Linien CyAy og -M Midtpunktet af OP; J/, My og i/j l^^^re da 
Forbindelseslinieme af Yinkelspidseme i de kongruente Trekanter 
OC1C2 og FA I A 2, hvoraf f0lger, at A MM^M^ cx> A OCjCj, 
altsaa MM^ «- MM^j og da if er et fast Punkt, bliver altsaa 
det geometriske Sted for if, en Cirkel med Centrum i M. 

(A. S. Bang). 
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480. Naar 2w-f-l ©r et Primtal, vil Summen af 
Kvadraterne af de n f0rste liele Tal vaere delelig med 
2w + l. 

Det samme er Tilfsaldet med Summen af Produk- 
terne af to og to, tre og tre, . . . . n — 1 og n — 1 af 
disse Evadrater. 

12 . 2* . 3^ . .. w^ + 1 er delelig med 2w + 1 (0verste 
eller nederste Tegn, eftersom n er lige eller ulige). 

Er 2w + 1 et Primtal og a primisk denned, ville Tallene 
a, 2a, 3a .... 272a give de samme Eester som 

1, 2, 3 2w, for Divisor 2n + 1, 

altsaa maa ogsaa Summen af Produkteme si p og p af Kvadraterne 
paa Tallene i den fisfrste Eaekke give samme Best som den til- 
svarende Sum af Tallene i den anden Esdkke. 

Kaldes den sidste Sum iSL, faar man heraf 

{a^P — 1) S^ = {mod 2n + 1), 
og, idet for a vselges en af de primitive R0dder for Primtallet 2w 4- 1? 
bliver for p <1 w, &, ^ (her og i det f0lgende underforstaas for 
Modulus 2n -\-l). Er jp — n gaar 2w + 1 op i Parentesen, sea 
man intet kan slutte om S^. 

For Kortheds Skyld betegner Sp Summen af Produkteme af 
p og JP af de f0rste n Kvadrattal og ap den tilsvarende Sum af 
de naeste n Kvadrattal; da er 

^P "^ ^p + ^p—l «1 + ^i)— 2 "2 + • • • «l CCp_i + ttp, 

hvilket umiddelbart indses, naar de enkelte Led opl0ses i deres 
Addender. 

Af a?* ^ (2n -|- 1 — x)"^ faar man, at de f0rste n Kvadrattal 
give de samme Rester for Divisor 2^ + 1 som de nseste n Kva- 
drattal, hvoraf felger, at a^ ^ 5,„, altsaa 

Op'^Sp -f- Sp__i . S| + 5p -2 ^2 -j- . . . 5, Sp^i -f- Sp. 

Saafremt Sj ^ ^2 =^ ^3 • • • ^ ^p— 1 ^ ^' ®^ 

Sp ^ 2Sp, altsaa Sp ^ 0. 
Nu er /S, ^^1 + ^1? hvoraf Si ^ 0, altsaa tillige for p <in 

^2 ^ 0, S3 ^ . . . Sp^i ^ 0. 
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For at vise, at [«]* — (— 1)* -=. 0, har man af Wilsons 
Ssetning, at 

1.2.3...«(— w)(— » + !)(— w + 2)...(— 2)(— 1)=1, 
hvoraf ( — 1/* [n]* ^ 1, hvorved Ssetningen er bevist 

(A. S. Bang). 

121*). At bestemme en Trekant af folgende 3 givne 
St0rrelser: 1) Arealet T, 2) Snmmen af Sidernes Kva- 
drater, 3) Badius i den omskrevne Cirkel eller i en 
Ber0ringscirkeL (En Dilettant). 

Trekantens Sider a, &, c (eller Funktioner af dem) ville yaere 
at bestemme ved en ligning af 3die Orad. Er der fcfrst givet T, 
a^ ^b^ 4- c^ = S og Rj saa fEias let en Ligning til Bestemmelse 
af Sidernes Kvadrater, idet nemlig 
16 T2 «« 2 {aH^ + h'^C + c^a^) — (a* + 6* + c^) = 

4 (a«62 + 62^2 + c^a^) — (a» + 6» + c^Y 
samt 4 J2T «» ahc. Altsaa haves 

a* + 62 + c« = /S, 
a2&2 + 62^2 + c^ct* — 4 T* + i 5% 
a26«c2 — 16 R^T^. 
F0lgelig ville B0ddeme i Ligningen 

x^ — 8x^ + (4 r» + J 52)3, _ 16 22272 _ 

bestemme Evadrateme paa de S0gte Sider. 

Kjender man ikke R men f. Ex. r^, Badius i B0ring8cirklen 
til Siden a, saa dannes let en Ligning til Bestemmelse af St0rrel- 
seme 5, 5 — 6 og s — c. 

Man har nemlig foruden s{s — a){s — 6) (s — c) = T*, samt 
{3 — a) r^ — T endvidere 

5 + (5 - a) + (« — 6) + (s — c) — 25, 
52 ^ (5 _ a)2 ^ (5 _ j)2 ^ (5 _ c)2 « 4g2 _ 2^ . 25 + S — S, 
altsaa 



') Vod at gjennemse en Dei af de edidste oleste Opgaver har jeg fundot, at 
Oranden til, at L0smDgen hidtil er udobleyeo, ikke altid er den, at Op- 
gaveme ere vanskelige. Som et Exempel herpaa skal jeg meddele l0s- 
ningen af Opgave 121 i Haab om, at ogsaa andre maatte faa Ljst til at 
bidrage til at bringe gamle Opgaver ud af de ulestes Tal. 
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-S + i8-b)-^{8-C) ^, 

^^s){8 — b){8-c) Tr^, 

hyoraf ogsaa 

De tre StjEfrrelser — s^ s — b, $ — c ere altsaa R^ddeme i 
Ligningen 






ic» + — a;» + i — — -^la; + Tr^ — 0. 



For at Trekanten skal YSdve mulig, maa den 8t0rste Bod rsdve 
negatiy. Betegnes altsaa Eeddeme Ted — Xi^ X2 og x^ saa fiaas 

a — 6 + c — 2iC2) 

a + 6 — c — 2a?3, 
hvoraf a «=» a:^ + ^tJj, 6 — ic, — rr,, c —» a?, — arj. 

Med Hens3m til den naermere Diskussion af Ligningeme, ved 
hvilken jeg ikke skal opliolde mig, henvises til Ramus' Trigonometri 
S. 33, hvor en ganske lignende Opgave er behandlet. (J. G.) 

376. Hvor mange reelle R0dder liar Ligningen 

adx^ + 3d»aj» + 6bdx^ + 4 (6^ _ ac) a? — 3cd = 0? 

For at unders0ge Ligningen danner man dens to Invarianter 
* og j' (Se Cleb8ch|: Binare Fonnen S. 134). Det viser sig da, at 
Invananten i her bliver 

i = 2 [— od . 3 cd — 4 . J d 2 (6 ^ — ct^) + 3 6 2 d 2 ] «= 0. 
Da j ikke forsvinder nndtagen i specielle TilfsBlde, og alle Kon- 
stanter antages reelle, bliver P — 6^'^ negativ, hvoraf &lger, at 
Ligningen har 2 reelle og 2 imaginaere B0dder. Det kan ogsaa 
Ted Udregning paa saedvanlig Maade Tises, at den kubiske Resol- 
Tente, som kan skriTos 

her bliTer ren kubisk, hToraf det firndne Eesultat ligeledes &as, 

(J. P. Gram). 
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MINDRE MEDDELELSER. 



I. Mekanisk Bevis for, at Normalen halverer Yinklen 
mellem Braendstraalerne i Ellipse og ParabeL 

1 A er fsestet en Snor*), i hyis anden Ende en Yaegt p 
haenger. Snoren stattes ved en beya^;elig Tiidse i £ og gaar 
over en anden Tiidse i Bs^de med A. B bevaeges saaledes, at f 
hverken h2sves eUer saenkes. Det ses da, at jB beskriver en 
Ellipse med Braendpnnkter i J. og C 

Mangle Tiidsen C, og bevaeger man B saaledes, at p beskriver 
en vandret Linie, vil B &lge en Patabel med lodret Axe, Braend- 
pnnkt i A og Parameter lig 2 {AB + BD)^ idet D er Skjaerings- 
punktet mellem Snoren og den vandrette Idnie gjennem A. 

Da der i begge Tilfaelde intet Arbejde udf0res ved Bevaegelsen af 
Bj maa denne Bevaegelses Retning i ethvert Punkt vaere vinkeliet paa 
Besultanten af de paa B virkende Krsefter. Besnltantens Ketning er 
Halveringslinien benholdsvis for Z. ABC og ABD. Da Bevaegelses- 
retningen er Taogenten, bliyer altsaa Halveringslinien Normalen. 

Tasnkes en elastisk Snor udspaandt mellem A og C, og taenkes 

et Pnnkt, der er bundet til at glide hen ad Snoren, at bevaege sig 

i Rummet, da vil Niveauflademe i dette Punkts Kraftfelt vaere 

Omdrejningsellipsoider og Kraftlinieme Hyperbler, begge med Braend- 

punkter i ii og C 

(K. Prytz). 



OPGAVER TIL LOSNING. 



526. Hvorledes loses Ligningen*) 
Vabc {a + b + c) + Vabx (a + b + x) + Vbcx (6 -f c -f x) + 

Vcax {c -{-a-r x) «= 0? 
(J. Pi Gram). 



Mau bedes selv at tegoe Figurou. 
») Jvfr. Opg. t. Br. v. Undv. Nr. 52. 
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526. Bevisa att 



2 " 3*s««»3-*a: — ~. 

k oo * 

(Frans de Brnn). 
527. Bevis at 

^n I (^+1)" I (a^ + ar I (a3 + 3)« 



^j-„, a; ■ a;(a;+l) ' x{x+l){x+2) • ••' r{x) 

(J. L. "W. V. Jensen). 

628. Givet en Cirkel c med Radius r og en ret Linie af 

Lsengde a (a > r), Der s0ges Fsellestangenten til den givne 

Cirkel og til en Cirkel A med Radius a og med Centrum i den 

givne Cirkels vandrette Diameter, idet R0ringspunktet for Cirklen 

A skal ligge paa Cs lodrette Diameter. 

(P. K Hoist). 

529. I en fuldstsendig Firkant indskreven i gn Cirkel forbindes 
Midtpunkteme af de tre Par modstaaende Sider. Bevis, at den derved 
fremkomne Trekant er ligedannet med den Trekant, hvis Yinkel- 
spidser ere Skjaeringspunkteme mellem de modstaaende Sider. 

(A. S. Bang). 

630. Konstriier en Trekant, naar man kjender Halverings- 

linien v^^ Yinklen mellem v^ og a, samt Produktet af de Stykker 

hvori Vj^ deler a. 

(P. Foldberg). 

631. En ret Linie AB drejes en Yinkel a om det ene Ende- 
punkt A^ demsest en Yinkel j8 om B; demsest atter en Yinkel 
a om ^ og fi om B, og saaledes fortsaettes. I hvilken Stilling 
kommer Linien, efter at den nsevnte Operation er gjentaget n Gange? 

(H. Yalentiner). 

632. At bestemme de Cirkler, med Hensyn til hvilke et 
forelagt Keglesnit er sin egen reciproke Polarfigur. 

(C. Juel). 
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OPGAVER TIL BRU6 VED UNDERVISNINGEN. 



49. Hvor mange Cifre indeholder Perioden for en Br0k, hvis 
NsBvner er 7* . 13^, naar Br0ken forvandles til Decimalbrok? 

(H. Yalentiner). 

50. Paa hvor mange Maader kimne m Herrer og n Darner 
(m > n) tage Plads om et rundt Bord saaledes, at aldrig to Damer 
komme til at sidde sammen? (H. Yalentiner). 

61. I en Trekant ABC indskrives en Cirkel. Demsest drages 
en Tangent parallel med Siden a. I den afskaame Trekant ind- 
skrives en ny Cirkel, til hvilken drages en Tangent parallel med b. 
I den paany afskaame Trekant indskrives atter en Cirkel, til livilken 
den med c parallele Tangent drages, og saaledes fortssBttes 1 det 
nendelige. Hvad bliver da Summen af alle Cirklemes Arealer? 

(H. Yalentiner). 

52. I en Cirkel A indskrives to Cirkler B og C, som r0re 
hinanden og A. DemaBst tegnes en Cirkel Dj som r0rer Aj B 
og C. Fremdeles en Cirkel Z>2 t0rende -4, B, 2),. Paa lignende 
Maade fortssettes, saaledes at Cirklen Z)„ almindelig rorer Cirkleme 
-4, B, Dn^i' Hvorledes afhsenger Radius for D^ af Radieme i 
A, B og a 

OpL Inverter om R0ring8pimktet mellem A og B. 

(H. Yalentiner). 

53. Hvilken er den st0rste og hvilken den mindste Yaerdi, 
som Forholdet mellem flalveringslinien af Yinklen A og Radius i 
den indskrevne Cirkel kan have i Trekanten med en given 
Yinkel A? (P. Poldberg). 

54. Hvor h0jt skulde Washington Monumentet bygges, for at 
en Qjenstand, anbragt paa Toppen af det, ingen Ysegt vilde have? 

(Effcer Annals of Mathematics). 
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OM KEGLESNITSKORDER. DER FRA ET FAST PUNKT 

SES UNDER RET VINKEL. 

(AF C. JUEL). 



De Korder i et Keglesnit, der fra et givet Punkt i dets Plan 
ses under ret Yinkel, indhylles som bekjendt af et nyt Keglesnit. 
Jeg skal her foruden at give Bevis for denne og nogle andre naer- 
liggende Ssetninger saerlig unders0ge, hvorledes Punktet skal vaere 
beliggende i eller udenfor Keglesnittets Plan, naar den nsevnte 
Indhyllingskurve udarter i et Punktpar. F0rst betragtes Forholdene 
ved Cirklen, og vi have her: 

Indhyllingskurven for de Cirkelkorder, der fra et 
Punkt P ses under ret Yinkel, er et Keglesnit, for 
hvilket Cirklens Centrum C er det ene Braendpunkt. (1). 

Beviset bygges let paa den elementsere Saetning, at det geo- 
metriske Sted for de Punkter, hvis Potenser med Hensyn til to 
givne Cirkler staa i et givet Forhold, er en Cirkel i det ved de 
givne bestemte Bundt, hvis Centrum deler Afstanden meUem de 
givnes Centrer i det givne Forhold. Man har aabenbart en analog 
Sjetning, naar de givne Cirkler ombyttes med Kugler. 

Lad nu MN vaere Korde i en forelagt Cirkel, der fra et Punkt 
P i eller udenfor dennes Plan ses under ret Yinkel. Nedfaeldes 
fra P den Yinkelrette PQ paa MN, har man QM. QNiPQ'^ = — 1. 
Betragtes den Kugle, hvori den givne Cirkel er Storcirkel, kan 
man anvende Hjaelpesaetningen, og det geometriske Sted for de 
herved bestemte Punkter Q bliver en Kugle, der skjaerer den 
givne Cirkels Plan tt i en ny Cirkel, hvis Centrum C, ligger midt 
imellem Projektionen Pj af P paa n og C. Indliyllingskurven for 
Korderne bliver altsaa et Keglesnit, for hvilket Pj er det ene 
Braendpunkt, C, Centret og derfor C det andet Braendpunkt. 

Indhyllingskurven udarter i Punktparret PC, naar P ligger 
paa den givne Cirkel. Lad os for at unders0ge, i hvilke andre 
TUfaelde Udartning finder Sted, f0rst antage, at P ligger i den 

V. Btekke. 4. Aargang. 3 
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givne Cirkels Plan, saaledes at den tilh0rende Indhyllingskurve 
udarter i Punktparret ST. Skjeerer Forbindelseslinien mellem de 
to Punkter Cirklen i M' og N*, der fgdrst antages forskjellige fra 
8 og T, vil der gjennem hvert af disse Punkter f. Ex. M' gaa 
to sammenfaldende Tangenler til Indhyllingskurven , d. v. s., en 
Linie gjennem P vinkelret paa PM* . maa i N' berere den givne 
Cirkel. Da M* og N^ kunne ombyttes, maa P altsaa vaere et 
Skjaeringspunkt meUem to paa hinanden yinkolrette Tangenter til 
Cirklen. Ligger et af Punkteme 8 og T paa Cirklen, maa aaben- 
bart P falde i samme Punkt. Man bar altsaa: 

Det geometriske Sted for de Punkter i en Cirkels 
Plan, der ligge saaledes, at Cirkelkorder, der fra et af 
dem ses under ret Yinkel, gaa gjennem et af to faste 
Punkter, er sammensat af to koncentriske Cirkler, af 
hvilke den ene falder sammen med den givne. (2). 

Har den givne Cirkel Radien iJ, blive Radieme i de to andre 
Cirkler B og E V2. For et Punkt P af den sidste Cirkel bUve 
de to Punkter, hvori den til P h0rende Indhyllingskurve udarter, 
imaginsere (lige saavel som de tilh0rende Korder) begge beliggende 
paa Polaren til P med Hensyn til den givne CirkeL 

Yi gaa nu over til at bestemme det tilsvarende geometriske 
Sted, idet P ikke laenger taenkes bundet til Planen. Da en Linie 
CZ^ der i Centret C for Cirklen oprejses vinkelret paa dennes 
Plan, er en Syrametriaxe, kan man n0jes med at betragte de 
Punkter P af den 80gte Beskaffenhed, der ligge i en Plan ZAB, 
hvor AB er en Diameter i Cirklen. Fra et S0gt Punkt P proji- 
ceres Cirklen ved en Keglesnitskegle. I denne kan man let be- 
stemme de tre Symmetriplaner: den ene er Planen PAB^ de to 
andre staa vinkelrette paa denne og gaa gjennem hver sin af Hal- 
veringslinieme af Yinkleme mellem PA og PB. Keglen skal her 
vaere saaledes beskaffen, at de Planer, der skaere den i to paa 
hinanden vinkelrette Frembringere, gaa gjennem en af to rette 
Idnier a og b. Man ser umiddelbart, at disse to Linier maa ligge 
i en af Symmetriplaneme. Men det er omvendt en tilstrsekkelig 
Betingelse, at en Symmetriplan o* indeholder to paa hinanden 
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vinkelrette Prembringere. Lad nemlig en Plan fjtj der indeholder 
to paa hinanden vinkelrette Frembringere i Eeglen skjsere a i en 
Linie a ; da vil ogsaa den symmetriske Plan ^' til ^ med Hensyn 
til tf indeholde to paa hinanden vinkelrette Frembringere , saa at 
der gjennem a gaar tre Tangentplaner til den Indhyllingsflade, der 
efter det foregaaende er en Kegle af anden Klasse, saa at denne 
maa udarte i et Liniepar. 

Den ene af de oven bestemte tre Symmetriplaner vH ikke 
skjaere Cirklen; i denne knnne Linieme aft ikke ligge, thi efter 
den analytiske Geometris formelle Betingelser kunne to konjngert 
imaginaere Linier ikke staa vinkelret paa hinanden. Naar nu PQ 
er en Halveringslinie af Yinklen APB^ der skjaerer AB i Q, saa- 
ledes at en Ldnie gjennem Q vinkelret paa AB skjaerer Cirklen i 
de reelle Pnnkter R og 5, vil P if0lge det ovenstaaende vaere et 
Punkt af den 80gte Beskaffenhed, enten naar Z- APB « 90^, eUer 
naar Z_ RPS = 90®. Den f0r8te Mulighed viser, at en Kugle 
med den givne Cirkel til Storcirkel er en Del af det S0gte geo- 
metriske Sted. For et Punkt P af denne Kugle opteser Indhyl- 
lingskiirven sig i to Punkter, hvoraf det ene er Projektionen af P 
paa Cirklens Plan, det andet Centret. 

Met vi derefter betragte den anden Mulighed, drejes P om 
AB ind i den givne Cirkels Plan n^, hvorved det falder i et Punkt 
P* af en Cirkel, der har Centrum Q og Radius QJB. Man kan 
vise, at det geometriske Sted for P netop vil vaere Indhyllings- 
kurven for disse Cirkler, som vi et 0jeblik ville kalde (Q). F* 
maa i saa Fald vaere et R0ringspunkt mellem (Q) og en ydre 
Fsellestangent t til (Q) og dennes Nabostilling (Q*). t gaar gjennem 
det ydre Lighedspunkt for disse to Cirkler, og vil vaere 
Skjaeringspunktet mellem AB og Tangenten i i2 til den givne 
Cirkel, thi Ordinaten QB og dennes Nabostilling ere to paraUele 
Kadier i (Q) og (Q'). Da nu AQBO ere fire harmoniske Punkter, 
og PQ og P'O ere vinkelrette paa hinanden, vil PQ halvere 
Vinklen APB o: Roringspunktet P netop vsere det samme som 
det ovennaevnte Punkt P, der bestemtes ved at dreje P om AB 
ind i den givne Cirkela Plan, Da t herefter ogsaa er Tangent til 

3* 
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det 80gte geometriske Sted nedlagt i tt, vil dette altsaa vaere en 
saadan Kurve, at Tangenten i et vilkaarligt Punkt P* halverer 
Yinklen APB, altsaa vaere et Keglesnit, hvis Braendpuiikter ere 
A og B. Figuren viser umiddelbart, at Keglesnittet her er en 
Ellipse med Halvaxeme R og M V^2,» idet jB er den givne 
Cirkels Radius. Man har altsaa: 

Det geometriske Sted for Punkter, som ligge saa- 
ledes, at de Korder i en Cirkel med Radius JS, der fra 
et af disse ses under ret Vinkel, gaa gjennem et af to 
faste Punkter, er sammensat af en fladtrykt *Omdrej- 
ningsellipsoide med Axerne 2 jB og 2 i2 )/2 og en Kugle, 
der ber0rer den f0rste i Endepunkterne af Omdrej- 
ningsaxen. (3). 

Man kan nu let se, hvorledes den betragtede Indhyllingskurve 
forandres, ved at P flytter sig i Rummet. Ligger P nser ved 
Cirklens Centrum, bliver Indhyllingskurven en Ellipse, og dette 
vedbliver den at vsere, saa Isenge P holder sig indenfor den oven- 
naevnte Kugle. Falder P paa denhe, udarter Kurven i et Par 
reelle Punkter og gaar dereft^r over til at blive en Hyperbel, saa- 
laenge P endnu er indenfor den i (3) naevnte Ellipsoide. Kommer 
P udenfor denne, bliver Indhyllingskurven imaginser, idet Overgang 
sker gjennem et Par konjugert imagingere Punkter »). 

I Forbindelse med det i (3) naevnte geometriske Sted kan man 
betragte et andet, idet man sp0rger om det geometriske Sted for 
de Punkter P, hvorfira Trekanter indskrevne i en given Cirkel 
kunne projiceres ved et retvinklet Hj0me. Det maa her bemaerkes, 
at der findes uendelig mange saadanne Trekanter, saafremt der 
blot findes en. Da Projektionen P, af P ind paa Cirklens Plan 
maa vsere H0jdemes Skjseringspunkt, afhsenger dette vaesentlig 
deraf, at den Konstruktionsopgave : I en Cirkel at indskrive 
en Trekant ABC med givet Skjasringspunkt Pj mellem 



^) Da de betragtede Keglesnit alle have et faelles Brsendponkt i den givne 
Cirkels Centrum, svarer den sidstnaBvnte Overgang dualistisk til Over- 
gangen fra en reel til en imaginaer Cirkel gjennem et Pai* koiyugert 
imaginsere Linier: Cirkelasymptoterne. 
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H0jderne, altid bar uendelig mange Opl08ninger. Forlaenges 
nemlig Hfajden AF til den anden Gang skjaerer Cirklen i A 2^ ser 
man let, at Siden BC vil staa vinkelret paa Midten af P,4o. 
ABC konstrueres da let, idet man vaelger A 2 vilkaarlig paa Cirklen, 
og vil kunne vaere reel, saafremt P, ligger indenfor en Cirkel 
koncentrisk med den givne og med Radius 3 12, idet R er den 
givne Cirkels Rs^dius. Oprejses i P, en vinkelret paa Cirklens 

Plan, der i Lsengde bestemmes ved P^P^ -=-^ — AP^ . P^A.^^ vil 

Hj0met P — ABC vaere retvinklet. Man finder nu let det geo- 
metriske Sted for Punkteme P. Fladen maa nemlig vaere en Om- 
drejningsflade, saa at man kun beh^ver at finde Meridiankurven i en 
paa Cirklens Plan vinkelret Symmetriplan. Skjaerer denne Cirklen 

i ^ og P, bestemmes Ordinaten P^P ved P,P2 =i- JIP, .P,P 

o: det geometriske Sted for P er en Ellipse med Axeforholdet 
1/2 : 1, eller 

Det geometriske Sted for de Punkter, hvorfra Tre- 
kanter indskrevne i en Cirkel kunne projiceres ved 
retvinklede Hjorner, er en Omdrejningsellipsoide. (4). 

Denne Flade er ligedannet med den i (3) naevnte i Forholdet 
1 : 1/2, idet Centret er Lighedspunkt. 

Vi ville nu gaa over til at unders0ge de Korder i et Kegle- 
snit, der fra et Punkt P ses imder ret Yinkel. Keglesnittet proji- 
ceres fra P ved en Keglesnitskegle, i hvilken der findes to Raekker 
af Cirkelsnit; betragtes blot en af disse Cirkler, haves: Ind- 
hyllingskurven for de Korder i et Keglesnit, der fra 
et fast Punkt i Rummet ses under ret Vinkel, er et 
Keglesnit. (6). 

Vi ville her anse det for indlysende, at denne Saetning, der 
gjselder, hvor naer end P falder ved Keglesnittets Plan, ogsaa er 
rigtig, naar P falder i denne Plan^). Heraf f0lger, at naar tre 



') Man kan ogsaa ved at tage den reciproke Polarfigar til en Cirkel udlede 
dette af den ad elementser geometrisk Yej let beviselige Ssetning, at det 
geometriske Sted for Skjaeringspiinktet af paa hinanden vinkelrette Tan- 
genter til et Keglesnit er en Cirkel. Det ses herved tilmed, at P bliver 
et Bnendpunkt for Indhyllingskurren. 
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gjennem samme Punkt Q gaaende Eorder i et Eeglesnit x ses 
under ret Vinkel fra et og samme Punkt P, vil enhver gjennnem 
Q gaaende Korde fra P ses under ret Vinkel. 

Da det geometriske Sted for de Punkter, hvoifei et givet 
Liniestykke MN ses under ret Vinkel, er en Kugle over MN som 
Diameter, kan dette ogsaa udtrykkes saaledes, at enhver Kugle, der 
beskrives over en gjennem Q gaaende Keglesnitskorde som Diameter, 
maa indeholde to fEiste, alene ved Q bestemte Punkter. Betragtes 
Kuglemes Skjaeringskurver raed Keglesnittets Plan, haves altsaa: 

Enhver Cirkel, der beskrives over en gjennem et 
fast Puukt gaaende Keglesnitskorde som Diameter, 
skjaBrer en fast Cirkel under ret Vinkel eller har 
almindeligere en fast Potens for et bekjendt Punkt. (6). 

Denne Saetning kan benyttes til Losning af visse Konstruk- 
tionsopgaver, f. Ex. den gjennem et givet Punkt Q at drage en 
Transversal, der skjaerer et Keglesnit i to Punkter, hvis Afstande 
fra Q have et givet Produkt eller en given Differens. Den f0rste 
af disse Opgaver l0ses let ved Passer og Lineal alene, den sidste 
er stiUet af Hr. Pro£ Zeuthen i dette Tidsskrift som Nr. 510. 
L0sningen gaar her ud paa at finde den afiskaame Kordes Midt- 
punkt M. Et geometrisk Sted for dette Punkt er et Keglesnit fi 
ligedannet med det givne, hvad der let ses, ved at erindre, at 
Supplementkorder ere parallele med Par af konjugerede Diametre; 
et andet bliver if0lge ovenstaaende Saetning en Cirkel, hvis Centrum 
C let konstrueres ved Passer og Lineal uafhaBngig af den givne 
Kordes Laengde. Ved Ligedannethed kan man indt0re det givne 
Keglesnit i Stedet for ju. Naar Laengden er vilkaarlig, kan Op- 
gaven kun da l0ses ved Passer og Lineal alene, naar Q ligger i 
en af Keglesnittets Axer, selv om dette specielt opl0ser sig i to 
rette Linier*). 

Vi gaa nu over til at finde det geometriske Sted for de 
Punkter, der ligge saaledes, at Keglesnitskorder, der fra et af disse 
ses under ret Vinkel, gaa gjennem et af to faste Punkter, og be- 



^) Jfr. en Lssning af Prof. Zeuthen i »Kegle8nit8l£Bren i 01dtiden«, tjor- 
tende Afsnit, S. 199, samt den i sidste Hefte meddelte Opl0sning. 
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tragte f0rst Parablen. Som Koordinataxer ville vi benytte Parablens 
Axe som X-axe, Tangenten i Toppunktet A som F-Axe, og den 
vinkelrette i A paa XF-Planen som Z-Axe. I XF-Planen er det 
geometriske Sted for de 80gte Punkter sammensat af den givne 
Parabel og dennes Ledelinie L, den sidste som geometrisk Sted 
for Skjaeringspunktet mellem paa hinanden vinkelrette Tangenter 
til Parablen (jfr. S. 34). Man kan demaest finde det geometriske 
Sted for de Punkter P af den 0nskede Beskaffenhed , der ligge i 
XZ^Planen. Fra P skal Parablen nemlig projiceres ved en saadan 
Keglesnitskegle, at en Symmetriplan i denne indeholder to paa 
hinanden vinkelrette Frembringere (jfr. S. 35). Af Keglens tre 
Symmetriplaner gaar i dette Tilfselde den ene gjennem X-Axen, 
de to andre staa vinkelret paa denne og halvere Vinkleme mellem 
PA og en Parallel PU med Axen. Naar Z. APU er ret, vil P 
ligge paa ^Axen, hvilket altsaa er en Del af det geometriske Sted. 
Skjserer endvidere en Halveringslinie af Yinklen APU X-Axen i 
Q og en vinkelret paa X-Axen i Q Parablen i de reelle Pxmkter 
J2 og S, kommer det an paa at bestemme Psaaledes, at Z. RP8 =- 90®. 
Dette kan gj0res paa lignende Maade her som tidligere ved Cirklen, 
men det er lettere direkte at bevise, at det geometriske Sted bliver 
en Parabel, for hvilken A er Brsendpunktet, medens Skjasrings- 
punktet mellem L og X-Axen er Toppunkt. I saa Paid bliver 
nemlig PQ Normal N. i den nye Parabel, hvis Ligning er 

;g:2 «==, jp I ^ _|„ Z- \ saafremt den oprindelige har Ligningen y^ =-pa;, 
og man faar, idet ocyz ere Koordinateme til P, 



hvoraf f0lger, at Yinklen UPS er ret. 

Det geometriske Sted er da en Flade af tredie Orden, hvis 
Ligning allerede er bestemt ved de to fundne Snit. Symmetrien 
xned Hensyn til ZY-Planen og XZ-Planen viser, at e og y kun 
kimne forekomme i lige Potenser i Fladens Ligning; denne maa 
altsaa have Formen: 
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Snittet i XY-Planen er 



(^ + |-) (y^-i?^)-o, 



hvoraf A — 0, i) p, -S? = ^, © -. — -^^ ^ = 0; 

4 4 

Snittet i XZ-Planen er 

a; 1 2^2 — px — ~- 1 == 0, 

tvoraf C =» 1. i^ =« 0. Den S0gte Ligning er da: 

Man faar det bedste Overblik over Fladen ved at skjsere den 
med Planer med Ligningen x ^^ a- SkjaBringskurveme blive da 
Keglesnit, hvis Projektioner paa JF^Planen let ses alle at ville have 

Braendpunkter i de faste Punkter 10, 0, + ^ I ; naar a er positiv, 

blive Kurveme Ellipser, naar — -^ < a <C 0, blive de Hyperbler^ 

ellers imaginsere. 

For nu at se, hvorledes den omhandlede Indhyllingsknrve for- 
^drer sig ved at P flytter sig i Rnmmet, bemserkes, at de to 
Punkjter, hvori Indhyllingskurven kan ndarte, viUe felde sammen, 
naax P befinder sig i Madens to reelle Dobbeltpunkter, E og P, 

hvis Koordinater ere lO, 0, + ^)')* Dette ndledes let ved at 

bemaerke, at en Parabel er sin egen reciproke Polarfigur med 
Hensyn til en (imaginaer) Cirkel, hvis Centrum er Toppunktet A^ 

Og hvis Radios Kvadrat er — ~. Ved E og F deles Parablen 

4 

2^2==pla; + -^I i to Dele, af hvilke den uendelige svarer til en 

i to reelle Punkter opl0st Indhyllingsknrve, medens den endelige 
Del svarer til en i to konjugert imaginaere Punkter opl0st. For 
Punkter indenfor den Del af Fladen, der har en skarp Bgjning 



^) Den har desuden to imaginaBre. 
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langs Z-Axen fra^=— — ~-til2r=» + -^v naen i 0vrigt straekker 

sig naesten r0rfonnig i det uendelige, er6 Indhyllingskurverne 
Ellipser. For de Punkter, der ligge indenfor en af de ovennaevnte 
paa Fladen liggende Hyperbler eller ligge tilvenstre for Planen 

X = — — , idet den givne Parabel tsenkes at ligge tLlh0jre for 

denne, haves Indhyllingskurver, der ere imaginsere; for andre 
Stillinger af P (indenfor to adskilte Rum) faas IndhyUingskiirver, 
der ere Hyperbler. • 

Yi gaa nu over til Bestemmelsen af det analoge geometriske 
Sted ved Keglesnit med Centnim, og holde os til Ellipsen, idet 
Resultateme ved Hyperblen let udledes paa samme Maade ; X-Axen 
og Y-Axen laBgges henad Kurvens Axer. I EUipsens Plan dannes 
det geometriske Sted af selve Ellipsen i Forbindelse med det 
geometriske Sted for Skjaeringspunkter af paa hinanden vinkelrette 
Tangenter til Ellipsen o: Ligningen for den 80gte Flades Snit i 
XF-Planen er 

I XZ-Planen dannes det geometriske Sted af en Cirkel med Radius 
a og en Ellipse med Halvaxer ^/a^ + 6- og 6. I F^^Planen er 
Snittet: 

Disse Resultater findes aldeles som de tilsvarende ved Cirklen 
S. 35 — 36. Fladen, der er symmetrisk med Hensyn til de tre 
Koordinatplaner, faar da Ligningen 

Fladen bliver altsaa den velbekjendte B0lge f lade. For at afg30re, 
i hvilke af de ved Fladen bestemte Rum et Punkt P maa ligge, 
for at den tilli0rende Indhyllingskurve bliver imaginser, hyperbolsk 
eller elliptisk, kommer det aabenbart kun an paa at vide, hvorledes 
det forholder sig med Punkteme af de oven bestemte Snit, thi for 
Fladens Centrum bliver Indhyllingskurven en Ellipse, og man 
kan komme fra til et vilkaarligt Punkt i Rummet uden at over- 
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skhde fladen andetsteds end i Funkier af et af Hovedsnittene. 
Man ser nu, at i XF-Planen vil EUipsen skille de Pimkter, hvis 
tilh0rende Indhyllingskurver ere Ellipser, fra dem, hvis Indhyllings- 
kurver ere Hyperbler. Overskrider P Cirklen i sin Bevaegelse udad, 
bliver Indhyllingskurven imaginaer. I X^Planen byttes den her 
angivne Betydning af Cirkel og Ellipse blot om. I X-Z-Planen 
skjaere Cirkel og Ellipse hinanden i fire Punkter, der ere Dobbelt- 
punkter paa Fladen; for hvert af disse Punkter ville specielt de to 
Punkter, hvori den tilh0rende Indhyliingskurve udarter, falde sammen. 
Som en F0lge heraf deles ved disse Punkter saavel Cirkel som 
Ellipse i fire Dele, saaledes at de to Dele af Ellipsen, der ligge 
X-Axen ijernest, og de to Dele af Cirklen, der ligge X-Axen 
naermest, svare til en i to reelle Punkter udartet Indhyllingskurve, 
og altsaa danne Overgang mellem Punkter, der svare til eUiptiske, 
og Punkter, der svare til hyperbolske Indhyllingskurver. 

Hyperblen behandles paa aldeles lignende Maade (man aendrer 
i Ligningen b^ til — b^)^ hvad vi ikke viUe opholde os ved. 

Kun for den ligesidede Hyperbel blive Forholdene saerlige, 
idet aUe Indhyllingskurveme der ere Parabler. Den behandlede 
Hade faar der den simplere Ligning: 

(x^ + 2/2) (x^ —y^ + a2) + ^^ ^^2 _ ^^2) _ q. 

Alle Punkter P i Rummet (der ikke ligge paa ^Axen) ville svare 
til en reel Parabel som Indhyllingskurve, og det er kun demies 
Konvexitet, der vil skifte, naar P overskrider den nys naevnte Made. 
Yi ville nu ogsaa l0se en anden Opgave, svarende til en tid- 
ligere S. 37. Naar fra et Punkt P i Rummet en i et Keglesnit x 
indskreven Trekant projiceres ved et retvinklet Hj0me, ville uen- 
delig mange indskrevne Trekanter projiceres ved saadanne. I den 
Kegle, der fra P projicerer x, findes der nemlig altid cirkulsere 
Suit. Vi ville nu s0ge den Flade, der er det geometriske Sted 
for saadanne Punkter P. I Planen existerer der vel egentlig ikke 
noget S0gt Punkt, men derimod vil hvert Punkt uendelig naer ved 
og lodret over x vaere et Punkt af den 0nskede Beskaffenhed. 
Gjennem en Linie OZ^ der er vinkelret paa EUipsens Plan og 
gaar gjennem dens Centrum, laegges en Plan, som indeholder P og 
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skjaerer Ellipsen i A og A^, Lsegg^es derpaa gjennem P en Plan 
vinkelret paa PA, der skjaBter AA^ i Q o% Ellipsen i itf og j^, 
haves, saafremt P -— AMN er et retvinklet Hj0me, 

PQ^ ^MQ.QN^^^.AQ. QA,, 

idet AAi == 2 a, og c er Laengden af den paa A A j vinkelrette 
Halvdiameter. Naar P, er Projektionen af P paa Ellipsens Plan, 
er endvidere 

PQ2.- QP^ . QA, altsaa QP, - ^ ^,Q. 

Nu faar man ^,Pi = A^Q + QP, = ^' "^ ^' Q^n 

og altsaa P.P^^QP^ . P,A ^^.^,P, . P^A, 

Det geometriske Sted for de Punkter P, der ligge i en vilkaarlig 
Plan gjennem OZ^ er derfor en Ellipse. 

Det geometriske Sted for de Punkter, hvorfra Tre- 
kanter indskrevne i en Ellipse kunne projiceres ved 
retvinklede Hj0rner, er en Ellipsoide. 

Dennes Halvaxer ere a, b og —. _ , naar a, 6 ere den 

givne Ellipses Halvaxer. For Hyperblen vil det tilsvarende geo- 
metriske Sted blive en Hyperboloide med et eller to Naet, 
eftersom a ^ b, Er Hyperblen ligesidet, gaar Hyperboloiden over 
til en hyperbolsk Cylinder. 

For Parablen vil det geometriske Sted vaere en 
Omdrejningsparaboloide. 

Af ovenstaaende kan man slutte, at den Konstruktions- 
opgave: i et Keglesnit at indskrive en Trekant med givet Skjae- 
ringspunkt P, mellem Hojderne, i Almindelighed bar uendelig 
mange Opl0sninger. Yselges den ene Vinkelspids A vilkaarlig, kan 
man konstruere den modstaaende Side paa f0lgende Maade : Gjennem 
P, drages Diametren AA^ og paa denne bestemmes Punktet Q 

ved PjQ = — . QJ.,, idet a og c have samme Betydning som 

(X 

ovenfor; den til A modstaaende Side gaar da gjennem Q vinkelret 
paa AAy, 
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KEGLESNITSLJJREN I OLDTIDEN^). 

(af H. G. Zeuthen). 

(anmeldt af H. Valentiner). 



Naar Forfatteren af denne Artikel anmelder det Skrift, hvis 
Titel ArtiMen bserer, maa han f0r8t og fremmest advare imod at 
anse bans Anmeldelse for en Kritik. Anmelderen kjender ikke 
meget mere til Oldtidens Mathematik, end han har Isest sig til ved 
Studiet af Prof. Z.'s Bog, og de Bemserkninger han maatte gj0re, ere 
alle foranledigede ved, hvad der findes i selve det anmeldte Skrift. 

Anmelderens Hensigt er f0r8t og fremmest at henlede deres 
Opmaerksomhed , som endnu ikke have laest ovennaevnte Skrift, 
derpaa og opfordre dem til at Isese det. De ville sikkert have 
Udbytte heraf paa Here Maader. Navnlig vil Anmelderen opfordre 
yngre Mathematikere til Studiet af Prof. Z.'s Bog, da der h0rer 
et rent Minimum af Kundskaber til at laese den, og da de, der lige 
have laert den moderne Fremstilling af Keglesnitslseren at kjende, 
ville hav6 stort Udbytte af at gj0re Bekjendtskab med en Kegle- 
snitslaere, som den grasske, der ligner den modeme saa meget og 
dog i mange Henseender er saa forskjellig derfra. TiUige vil 
Studiet af denne Bog give et rent materielt Udbytte ved Indovelse 
af Ssetninger om Keglesnittene , der enten ere belt nye, eller hvis 
Yigtighed dog ikke f0r ere gaaede op for den studerende. 

For 0vrigt kan Skriftet anbefsdes enhver Mathematiker som det 
vistnok betydeligste mathematiske Skrift udenfor Laerebogsliteraturen, 
der er fremkommet her i Landet. Skriftet udmaerker sig ved et 
meget fyldigt Indhold og en gjennemgaaende klar Fremstilling, 
ligesom man ved Gjennemlsesningen vil f0le sig slaaet af den 
overlegent dygtige og geniale Maade, hvorpaa de forskjellige An- 
tydninger om Indholdet af tabte Skrifter og om Anvendelsen af 
givne Saetninger er benyttet. Jeg kan dog ikke tilbageholde den Be- 



^) Egl. Danske Yidensk. Selsk. Skrifter, math, naturv. Afdeling 6. Rsskke, 
3. Bd. I. — En tysk Overssettelse er udkommen paa A. F. Host & S0ns 
Forlag. 
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maerkning, at jeg tror Prof. Z. i sin Beundring for, livad Graekerne 
bevislig have frembragt, undertiden tillsegger dem Kjendskab til noget, 
de ikke have kjendt, hvilket jeg senere skal S0ge at paavise. 

' Prof. Z.'s Bog indeholder en saavidt mulig fuldstaandig Oversigt 
over, hvad man i Oldtiden har kjendt af KeglesnitslaBren, da Mathe- 
matiken i dette Tidsafsnit havde naaet sin hjajeste Blomstring. 
For at kunne gj0re dette, gjengiver Prof. Z. Indholdet af Apollonios' 
store Vserk om Keglesnitslaeren, idet han supplerer dette og op- 
lyser Hensigten med Apollonios' Laerebygning med de, som det 
synes, meget sparsomme Meddelelser, der haves andetsteds fra ' ). 

Jeg antager, at der herved omtrent er naaet en saadan Over- 
sigt over Keglesnitslseren i Oldtiden, som der i Fremtiden kunde 
naas om vort Kjendskab til Geometrien i sin Helhed ved Gjen- 
givelsen af Indholdet af f. Ex. Salmon's geometriske L8Breb0ger. 
Prof. Z. begynder med at give en Udvikling af, hvilke algebraiske 
Hjselpemidler der stod til de Gamles Raadighed ved Udviklingen 
af deres Keglesnitslaere, der var udelukkende analytisk, og som 
altsaa krsevede en paa en eller anden Maade fremsat Algebra. 
Denne Algebra var, da FremstilMngen af Tal hos Graekerne var af 
meget ufuldstaendig Art, fremstillet under geometrisk Form, og 
medens man udtrykte alle Saetninger ved Ord, traadte de oplysende 
Figm-er i vort Tegnsystems Sted. Denne Udtryksmaade synes os 
ved f0rste 0jeka8t vanskelig og uoverskuelig, tilmed da de Gamle 
manglede Udtryk for negative St0rrel8er; men jeg tror, at man 
maa give Prof. Z. Eet i, at ved en Smule 0velse er den ikke 
synderlig vanskeligere end vor, naar det kun gjaelder om Regning 
med St0rrelser, der ikke ere af h0jere end anden Grad (Produkt 
af 2 Faktorer, 2den Potens). 

Undertiden er deres geometriske Maade at udtrykke en Ligning 
paa, naar man tager Hensyn til den oplysende Figur, endogsaa 
simplere end vor. Saaledes overraskes man ved den overordentlig 
simple Maade, hvorpaa et Par paa Figuren tegnede Linier antyder 
Ligningen for de i Fig. 6 og 7 p. 28 tegnede Keglesnit. 



*) Det maa dog bemaBi'kes, at for ookelto Dole af KeglesnitslaBreu hen holder 
Prof. Z. sig til Archimedes. 
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Efter at have givet en Udvikling af Oraekemes Algebra (den 
geometriske Algebra) gaar Profl Z. derpaa over til at nndersi^, 
hvilken Enndskab tU Eeglesnitslinieme Graekeme have havt f0r 
Apollonios, og demaest i 3die eg 4de A&nit over til Gjengivelsen 
af Indholdet af Apollonios Iste Bog. 

Denne Bog bar ftfr vaeret betragtet som Bevis paa, at Apollonios* 
Laerebygning var umethodisk og kun gik nd paa at finde nye Sa&t- 
ninger om Keglesnittene. 

Prof. Z. viser imidlertid, at netop denne Bogs Indhold godtgj0r 
det modsatte, idet den indeholder bekjendte Saetninger, af hvilke 
den knn medtager saa mange, som ere n0dvendige for dens Formaal, 
som er at vise, at et vilkaarligt Snit i en Kegle af 2den Orden 
altid er et Keglesnit efter Graekemes Opfattelse af dette Ord, 
nemlig et Snit, som kan anbringes paa en ret cirkulaer Kegle. 
Dette vises paa den Maade, at f0rst Keglesnittets Ligning udledes 
af dots Beliggenhed paa en vilkaarlig Kegle af 2den Orden, derpaa 
udledes forskjellige Saetninger om ^ndringer af Keglesnittets 
Ligning, og endelig benyttes disse til at vise, at man gjennem 
hvert saadant Keglesnit kan laegge en ret cirkulaer Kegle. 

I det hole synes man efter Prof. Z.'s Bog snarere at maatte 
fea den Opfettelse af Apollonios, at ban bar vaeret en stor Samler 
og Ordner af det forud givne end en egentlig stor Opdager, og at 
loans 8t0rste Fortjeneste er at have samlet alt, hvad man paa bans 
Tid kjendte om Keglesnittene, til en sluttet Laerebygning. 

Imidlertid maa man dog tiUaegge ham et stort Fremskridt 
fremfor sine Forgaengere, nemlig at i bans Skrifter optraeder for 
f0r8te Gang Betragtningen af begge Hyperbelgrene sammen som et 
Keglesnit. Denne Betragtning viser sig ved, at ban, uagtet ban 
altid betegner bver Gren af Hyperblen for sig som et Keglesnit, 
udvider alle de kjendte Saetninger til ogsaa at gjaelde, naar der i 
Stedet for et sluttet Keglesnit optraeder 2 samraenh0rende Hyper- 
belgrene. 

Apollonios' f0rste Bog er bos Prof. Z. meget udf0rlig behandlet 
og Prof. Z.'s Fremstilling giver strax et slaaende Indtryk baade af 
Fortrinene og Mangleme bos Graekeme. 
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Mangleme ere da vaesentlig en trsettende Bredde, fremkommen 
dels ved, at enhver Saetning i den moderne FremstiUing gjeme 
hos Grsekeme maa ndstykkes i flere for at udfylde Manglen paa 
Fortegn, dels ved Grsekemes noget overdrevne Fordring paa N0j- 
agtighed, og desuden at Beviseme ere givne under en vanskelig 
Form. Yanskeligheden ved denne Form bestaar vaesentlig deri, at 
Beviset meddeles paa en saadan Maade, at den, der laeser det, 
vil have stor Meje med at se, ved hvilke Ideassociationer Bevisets 
Forfetter er f0rt til Ssetningen og Beviset. 

Fortrinene vise sig i den Beheendighed, hvormed der ope- 
reres, saaledes at enhver Saetning altid ndtrykkes paa den simpleste 
og anskueligste Maade. 

Som sserlig smiik og simpel skal naevnes den Maade, hvorpaa 
ApoUonios (i 0vrigt ligesom hans Forgsengere) udleder Keglesnittets 
Ligning af dets Definition som Snit paa en 2den Grads Kegle, og 
den Side 68 anf0rte saakaldte ApoUoniske Arealsaetning , der giver 
et simpelt Udtryk for et Keglesnit henf0rt til 2 vilkaarlige Koor- 
dinataxer, gaaende gjennem Keglesnittets Centrum ^ ). 

Efter Redegj0relsen for Iste Bog, behandles i 5te Afsnit 2den 
Bog, hvis Indhold synes at vsere mindre betydeligt. Der udvikles 
i denne Bog en Del Saetninger om Tangenter og Asymptoter. 

Herfra gaar saa Prof. Z. over til at behandle 3die Bog, der 
indeholder en Del af de interessanteste Saatninger i ApoUonios' 
Keglesnitslaere, ligesom Prof. Z.'s Gjengivelse af Indholdet af denne 
Bog og hans GjaBtning om, hvilken Anvendelse ApoUonios har 
taenkt sig, der ktmde gj0res af Theorememe i den, h0rer til de 
interessanteste Partier i Prof. Z.'s Bog. 

3die Bog indeholder Fuldst8BndiggJ0relsen af Arealsaetningen, 
Newtons Saetning, der af Prof. Z. med bedre Ret kaldes Potens- 
saatningen^), Saetninger om Pol og Polar, nogle Saetninger, som 



^) Denne Saetning bevises dog forst foldstsBndig i 8die Bog. 

*) Den siger, at naar 2 Korder i et Keglesnit slgsere hinanden, ville do 
dele hinanden saaledes, at Forholdet mellem Produktet af Stykkerne nf 
den ene Korde til Produktet af Stykkerne af den anden kun afhsdnger 
af Kordemes Retning. 
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iingive Keglesnittenes Tangentfrembringelse , Laeren om Braend- 
punkter, sarat endelig nogle Ssetninger, der angive Keglesnittene 
som geometriske Steder for Skjaeringspunkteme mellem til hinanden 
svarende Straaler af 2 projektive Bundter'). 

Som man ser, er Bogens Indliold overordenlig stort; men In- 
teressen ved Bogen for0ges end ydermere derved, at Apollonios i 
Fortalen siger, at Tlieorememe i denne Bog ere nyttige til Be- 
stemmelsen og Diorismen af solide Steder (o: geometriske Steder, 
der vise sig at vaere Keglesnit) , og blandt disse Steder naevner 
Stedet til 3 og 4 Linier. Gjengivelsen af denne Bog og de til 
den knyttede Bemaerkninger optage da ogsaa 6te, 7de, 8de, 15de 
og 16de Afsnit hos Prof. Z, og jeg skal Ugeledes omtale den lidt 
udf0rligere. 

»Stedet til 4 Linier« er det geometriske Sted for de Punkter, 
]ivis Afstande x^ y^ z^ u fra 4 givne Linier opfylde Betingelsen 

— .=. Konstant, 
t/u 

og at bestemme dette Sted synes at have bes^'aeffciget liele Old- 

tiden, indtil Apollonios fuldstaendig l0ste denne Opgave-). 

Hvorledes dette er sket, angiver Apollonios ikke i sine efter- 
ladte Skrifter, men kun, at hans Forgaengere have l0st Opgaven 
iifuldstaendig, han fuldstaendig. 

Det er da rimeligt at antage, at Ufuldstaendigheden af hans 
Forgaengeres Losning har bestaaet deri, at de ikke have bestemt 
Stedet, der som bekjendt bliver et Keglesnit, naar dette blev en 
Hyperbel, hvis ene Gren ikke gik gjennem alle Yinkelspidserne af 
<len af de 4 Linier dannede Firkant. Dette antages da ogsaa af 
Prof. Z. 

Den Maade hvorpaa Prof. Z. antager, at Graekerne have l0st 
Opgaven, er f0lgende. F0rst bevises Saetningen, at naar en Firkant 



*) Dot vil sige, vi ville opfatte Saetningerne saaledes; om Graekerne uogen- 
sinde have taankt sig Keglesnittene fromkomne som Tangentlrembrin- 
gelser eller vod projektive Bundter, er vel ikke fuldstaendig afgj<jrt. 

^) Stedet til 3 Linier er det specielle Tilfaeldo af Stedet til 4 Linier, livor 
2 af disse Linier falde sammen. 



49 

er indskreven i et Keglesnit, er Forholdet mellem Produktet af 
Afistandene fra et Punkt poa Eeglesnittet til de modstaaende Sider 
af den indskrevne Firkant konstant, og derpaa, at naar en Eurre 
bar denne Egenskab, maa den falde sammen med et paa en forad 
bekjendt Maade konstrueret Keglesnit. 

Den omtalte Ssetning cm den indskrevne Firkant bevises dog 
heUer ikke strax almindelig; men man antager f0rst, at den ind- 
skrevne Firkant er et Trapez, i saa TilfBBlde er nemlig' Saetningen 
bin en let Omskrivning af Potenssaetningen , og derpaa vises, at 
naar Saetningen gjaelder om et Trapez, gjselder den ogsaa om en 
vilkaarlig indskreven Firkant. 

Ere ABCD Vinkelspidseme i det indskrevne Trapez, E og 
F vilkaarlige Punkter af Eeglesnittet, kan Saetningen om den ind- 
skrevne Firkant ved den modeme Udtryksmaade fremsaettes paa 
den Maade, at den siger, at det anharmoniske Forhold 

A {BDEF) - C {BDEF), 
hvad der let ses af Eeglesnittets Ligning. For at bevise Saetningen 
i sin Almindelighed er det da tilstraekkeligt at vise, at af de an- 
f0rte anharmoniske Forholds Ligestorhed ftdger 

A (BEDF) -= C {BEDF), 
idet dette vilde sige, at naar Saetningen gjaldt om Trapezet ABCD, 
gjaldt den ogsaa om den vilkaarlige Firkant ABCE. Idet nu Prof, Z. 
antager, at Apollonius bar f0rt Beviset omtrent paa den omtalte 
Maade, f0res ban herved til at unders0ge, hvorvidt Graekeme have 
vidst Besked om projektive Bundter, og han kommer til den Slut- 
ning, at Graekeme foldstaendig have kjendt Frembringelsen af 
Keglesnit ved projektive Bundter paa det sammenfettende Begreb 
Projektivitet naer (p. 110). 

Til dette Resultat, hvorved jeg dog tror, der tillaegges Grae- 
keme for meget, f^res Prof. Z ved at sammenholde Laeren om 
Stedet til^ Idnier med Euklids Porismer, samt med Saetningeme 
54 — 56 i Apollonios' 3die Bog, der indeholder et andet Udtryk for 
Frembringelsen af Eeglesnit ved projektive Bundter. Euklids Po- 
rismer, hvis Indhold som bekjendt er S0gt gjenfremstillet af Chasles, 
have uden Tvivl gaaet ud paa, at Punkter ligge i en ret Linie, at 

v. Rroklco. 4. Aargang. 4 
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Linier gaa gjennem samme Piinkt, og at PimMraakker paa rette 
Linier staa i projektive Belationer til hmanden (p. 109). 

Indholdet har da for en stor Del vseret af lignende Art som 
Chasles' g§oin§trie sup^rieure. Chasles mener nu om Porismeme, 
at de ere jBremkomne for at trsede i Stedet for de forskjelHge Lig- 
ningsformer i vor analytiske Geometri, idet han siger, at Formaalet 
med dem er: 

)!>Naar et geometrisk Sted er givet Merved, at man paa en 
given Maade kan konstruere dets Punkter, eller i et givet Koor- 
dinatsystem, da at finde en anden Konstruktion af dets Punkter, eller 
at overf0re det i et andet Koordinatsystem, der lader os erkjende 
dets Natur og Stilling.* (Aperpu historique p. 276). 

Heri er Pro£ Z. enig med Chasles; men medens Chasles 
mener, at Porismeme, der hos Euklid kun anvendes paa rette 
Linier og Cirkler, havde deres Maal i sig selv, idet de gave en 
analytisk Geometri for disse Luiier, mener Prof. Z., at de maa 
betragtes som TUlas^ til eller Indledning tO. Keglesnitslaeren. 

I saa Henseende gj0r han opmaerksom paa, at det kun har 
vaeret Chasles muligt at gjenfremstiUe Porismeme, fordi han stadig 
saa hen til den almindelige Keglesmtslaere og enten kun speciali- 
cerede den, saa at en Cirkel eller ret Linie traadte i Stedet for 
et Keglesnit, eller gav en Forbindelse meUem rette Linier, der 
oprindelig var set ved, at disse rette Linier vare knyttede til et 
Keglesnit. ' 

TUlige sammenligner han EukHds Porismer med Chasles' g6o- 
m6trie sup^rieure og gj0r opmaerksom paa, at i denne Bog, der kun 
handler om rette Linier og Cirkler, Laeren om Homografi og 
Projektivitet ikke er udviklet for at anvendes paa disse Linierr 
men vaesentlig kun er anvendt paa disse Linier for at give et 
overskueligt Exempel paa Anvendelsen af denne Laere. 

Endelig mener Prof. Z., at solve Navnet »Porismer€ kun be- 
tyder »F0lge88Btmnger« eller TUgiftsaBtninger*), og at Euklid ved 



^) Denne Betydning har Ordet nopidita udenfor Tiilen paa EukUds Skrift, 
kvor det ellers bmges af EaUid, Archimedes eller ApoUonios. 
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Titlen paa sit Skiift har villet betegne, at do i dette Skrift frem- 
komne Ssetninger vare Porismer til KeglesnitalsBren, idet de tillige 
supplerede den ved at angive, hvornaar Steder, der saedvanlig vare 
Keglesnit, i specielle TilfaBlde vare Cirkler eller rette Liiiier, altsaa 
ikke Keglesnit efter grassk Opfattelse. 

Af alt dette slutter Prof. Z. nu, at de Theorier, som have 
vaeret anvendte i Porismerne paa rette Linier eg Cirkler, i andre 
Skrifter maa have vaeret anvendte paa Keglesnittene. Heri maa 
man vist give Prof. Z. Ret, og det forekommer mig saaledes bevist, 
at Graekeme have kjendt meget af Laeren om Prqjektivitet og dens 
Anvendelse paa Keglesnittene. 

Naar jeg f0r tog et Forbehold om Prof. Z.'s Ret til at sige, 
at de gamle, p^ det sammenfettende Navn Projektivitet nser, havde 
kjendt Laeren om Prembringelsen af Keglesnit ved projektive 
Bundter fuldstaendig, saa er det netop Ordet »faldst8endig« jeg tog 
Sigte paa. Det forekommer mig, at havde de kjendt den fuld- 
staendig, vilde de ikke have kunnet undgaa at gaa et Skridt videre 
og betragte Punktraekker paa Keglesnittene , og da er det nae^ten 
ikke muligt, at de ikke skulde have kjendt Pascals Theorem, som 
Prof. Z. selv siger, de ikke kjendte. Desuden dette, at de mangle 
det sammenfattende Ord for denne Slags Frembringelser, synes mig 
at vise hen til det samme. 

I Forbindelse med hvad Prof. Z. siger om Stedet til 3 og 4 
Linier, skal^jeg omtale Indholdet af 15de og 16de Afenit, idet 
disse ogsaa udvikle Lidholdet af eUer staa i Forbindelse med 
Apollonios' 3die Bog. 

15de Afsnit handler om, hvorvidt Graekeme have betragtet et 
Keglesnit som Indhyllingskurve for sine Tangenter. 

Der findes i 3die Bog en Me Saetningsgruppe (41 — 43), der 
angiver Egenskaber ved Tangenteme uafhaengige af Tangentemes 
R0ringspiinkter. (En af dem er t Ex. den, at Produktet af de 
Stykker en Tangent til en Hyperbel afekjaerer af Asymptoteme, 
regnede fra deres Skjaeringgpunkt, er konstant). 

Prof. Z. mener, at disse Saetnijiger ere anf0rte for at give det 
simpleste Grundlag for en Laere om Tangentfrembringelsen af 

4* 
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Keglesnittene. At Qraekeme have vaeret nogenlunde fortrolige med 
Tangentfrembringelsen af Keglesnittene, udleder ban dels af disse 
Saetninger selv, dels ved at saette dem i Forbindelse med to Smaa- 
skrifter af Apollonios om »Arealsnittet« og »Forholdssmttet«. Ved 
at anvende de i disse Smaaskrifter udviklede Tlieorier i Forbindelse 
med de naevnte Saetninger, bliver man nemlig virkelig i Stand til 
at konstruere Tangenteme til et Keglesnit fra et vilkaarligt Punkt, 
naar Keglesnittet er givet som Indhyllingskurve for rette Linier, 
der forbinde til hinanden svarende Punkter i to projektive Kaekker. 
Prof. Z, mener herved at have godtgjort, at der er nogen Kime- 
lighed for, at Graekeme kjendte Tangentfrembringelsen af Kegle- 
snit ved projektive Punktraekker under forskjellige Former, dog 
uden at sammenfatte dem i det faelles Begreb Prqjektivitet (p. 231). 
Det vilde vaere interessant, om der kunde findes fyldestgj0rende 
Beviser for Prof. Z.'s Mening, der, som det synes mig, traenger til 
yderligere Bekraeftigelse. 

Lige saa interessant som 15. Afsnit, skj0nt paa en anden 
Maade, er 16. Afsnit, der handler om Braendpunktegenskabeme. 

Den Maade, hvorpaa Apollonios udleder disse, er hejst ejen- 
dommelig, idet han gaar ud fra den Saetningsgruppe, jeg nylig har 
omtalt, der indeholdt Keglesnittenes Tangentfrembnngelse. Hans 
hele Fremgangsmaade er saa simpel og elegant som vel mulig; 
men foruden Sindrigheden ved Apollonios' Fremgangsmaade, vil man 
laegge Maerke til den Korthed, hvormed han omtaler Braendpunkt- 
egenskabeme, en Korthed, der er saa stor, at han ikke engang 
omtaler Parablens Braendpimkt. Ligeledes omtaler han heller ikke 
Ledelinierne. 

Man kunde nu tro, det var, fordi han ikke vidste Besked 
herom; men Prof. Z. viser, at dette ingenlunde er Tilfaeldet, idet 
baade Euklid vidste Besked herom, og Apollonios selv har skrevet 
en Bog om BraendspeOe , hvad det naesten er utroligt, ban skulde 
have gjort uden at vide Besked om Braendpunkteme i Parablen. 
Grunden til Apollonios' Kortfattethed maa altsaa vaBre den, at han 
ikke anser Braendpunktegenskabeme for at have stor Betydning i 
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en almindelig EeglesnitslsBre, men henviser den videre Udvikling 
af dem til Specialsknfter. 

Jeg har her i Sammenhseng efter Prol Z. gjengivet. det vae- 
sentligste af ApoUonios' 3die Bog og de dermed sammenli0rende 
Theorier og gaar nn over til at omtale 9de Afsnit, der Handler om, 
hvad Grsekeme have vidst om Konstruktionen af Keglesnit gjennem 
5 Punkter samt om det Antal Skjseringspunkter, 2 Keglesnit kunne 
have, samt gjengiver det vaesentlige Indhold af Apollonios' 4de Bog 
samt et dermed sammenh0rende Skrifl: »om det bestemte Snit« 
(sectio determinata). Apollonios viser i 4de Bog, at 2 Keglesnit 
hgrjst kunne skjsere hinanden i 4 Punkter. Konstruktionen af et 
Keglesnit gjennem 6 Punkter medtager han derimod ikke, uagtet 
denne Opgave reelt er l0st ved Kjendskaben til Keglesnittene som 
»Sted til 4 Linier«. 

Gfrunden hertil maa efter Prof. Z. s0ges i de formelle Vanske- 
ligheder, det vilde have for en Qrseker at fremstille L08ningen af 
denne Opgave. Han maatte nemlig paa Forhaand opgive, hvilken 
Slags Keglesnit der mentes (Ellipse, Parabel eller Hyperhel), og om 
det overhovedet var muligt at Isegge et Keglesnit gjennem de givne 
5 Punkter, d. v. s. om dette ikke opl0iste sig i 2 Hyperbelgr6ne, 
hvoraf den ene indeholdt nogle, den anden de 0vrige Punkter. 

At man reelt bar l0st Opgaven paaviser Prof. Z. ved at med- 
dele en L0sning af Pappos paa den Opgave gjennem 6 Punkter at 
laegge en Ellipse, idet man paa Forhaand ved, at der gjennem 
disse 5 Punkter kan Isdgges en Ellipse. 

I Forbindelse med Indholdet af 4de Bog af Apollonios, med- 
deles Indholdet af et Skrift af samme Forfatter »det bestemte Snit«, 
idet Indholdet af dette Skrift formodentlig har vsBret anvendt til 
Ij0sningen af den Opgave, at bestemme Skjseringen meUem en 
vilkaarlig ret linie og et Keglesnit bestemt ved 5 Punkter. Efter 
at vaere naaet saa vidt i Gjengivelsen af Apollonios' Skrift, forlader 
Pro£ Z. i de naeste Afsnit Apollonios' Keglesnitslaere for at give en 
samlet Oversigt over Lseren om solide Steder. 

I lOde Afsnit unders0ges da f0rst, hvilke Midler Graekeme 
havde til at unders0ge Beskaflfenheden af et forelagt geometrisk 
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Steds Beskaiffenhed, og det vises da, at disse, ligesom hos os, have 
bestaaet i at heiif0re Stedet til et Koordinatsystem og at finde 
Stedets Ligning, og at de altid have haft Midler til at bestemme 
Stedet, naar dets Ligning ikke var af hjarjere end 2den Grad. 

lite, 12te og 13de Afsnit handle om, hvilke Opgaver, »de saa- 
kaldte solide Opgaver«, der l0stes ved disse solide Steder. 

Der fremkommer her en interessant Formodning, nemlig, at 
det er »solide Steder«, der have faaet Navn af >;solide Opgaver* og 
ikke omvendt. Man vilde jo vaere meget tilb0jelig til at tro, at 
Keglesnittene kaldtes solide Steder, fordi de oprindelig frembragtes 
som Snit i Kegler, altsaa frembragtes ved Legemer, og at saa 
Navnet »solide« overf0rtes paa de Opgaver, der l0stes ved disse 
Linier. Prof. Z. paaviser imidlertid, at det har Sandsynligheden 
for sig, at man oprindelig kaldte saadanne Opgaver solide, som 
l0stes ved 3die Grads Ligninger,. fordi man s0gte at udtrykke disse 
ligninger ved Anlseget af rumlige Former (ParaUelepipeder) , paa 
lignende Maade, som man udtrykte 2den Grads Ligninger ved 
Fladeanlaeg. F0rst, da det viste sig, at disse Opgaver langt lettere 
knnde saettes i Ligning og l0ses ved Hjselp af Keglesnit end ved 
Former i Rummet, gik Navnet solide Opgaver over paa alle Op- 
gaver, der l0stes ved Keglesnit, og den oprindelige Betydning af 
»solide Opgavew glemtes lidt efter lidt. 

Blandt dem, der have behandlet saadanne 3die Grads Ligninger, 
kan nsevnes Archimedes, der endogsaa synes system3,tisk at have 
unders0gt L0sningen af saadanne Ligninger. 

Den oprindelige L0sning af solide Opgaver er da ofte heller 
ikke sket ved Keglesnit, men udf0rt ved simple mekaniske Hjaelpe- 
midler, navnlig ved den saakaldte Indskydning, d. v. s. ved at 
laegge en ret Linie igjennem et Punkt, saaledes at der paa denne 
meUem 2 givne Kurver afekjaeres et Stykke af given Laengde. 
Dette lader sig jo let gj0re rent mekanisk, og L0sningon af en 
solid Opgave (f. Ex. Vinklens Tredeling) lader sig ofte meget lettere 
ud&re paa denne Maade end ved Keglesnit. Man har da &rst 
senere foretaget L0sningen af Opgaven ved Keglesnit, navnlig for 
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at kunne gjennemf0re den saakaldte Diorisme ^ ) , og saa til Slut- 
ningen har man mdf0rt den systematiske Fordring, at all§ Opgaver, 
der Ininde l^ses ved Keglesnit, ogsaa sknlde '10868 ved Kegle8mt. 

Som Exempel paa Behandlingen af solide Opgaver gjengiver 
Prof. Z. ApoUonios' L0sning af den Opgave: »At konstniere Nor- 
maleme til et givet Keglesnit fra et vilkaarligt Punkt«. Apollonios' 
Behandling af denne Opgave er overordentlig smnk, og den dertil 
knyttede Diorisme f0rer indirekte til en Bestemmelse af et Kegle- 
snits Evolut 

Prof. Z. bemserker om denne L0sning, at nsesten alle Forfattere 
der have skrevet om graesk Mathematik, have vaeret" enige om at 
betragte Behandlingen af denne som det 8kj0nneste opbevarede 
Exempel paa, hvor hejt den grseske Mathematik kunde naa. Denne 
Beundring mener han ogsaa er grundet, k\m, at man ikke maa 
betragte Behandlingen af den omtalte Opgave som noget enestaaende 
eller afvigende fra den 0vrige grseske Mathematik, men derimod 
netop som et Exempel paa den grseske Mathematiks Behandling 
af solide Opgaver. 

Der er heri noget slaaende, og man kommer herved end yder- 
ligere til at beundre en mathematisk LaBrebygning, hvis enkelte 
Led vare saadanne Theorier som ApoUonios' Theori om Normaleme. 

Min Anmeldelse er allerede bleven temmelig lang, idet jeg, 
for at give et Begreb om Prof. Z.'s Bog, har gjengivet en Del af 
det v8Bsentligste Indhold. Idet jeg tror ved det allerede meddelte 
at have skitseret den grseske Eeglesnitslsdre og Prof. Z.'s Behand- 
ling deraf, skal jeg derfor slutte, uagtet der endnu kunde vsere 
mange Ting i Prof. Z.'s Bog, som det kunde have sin Interesse at 
naevne. 

Et Afsnit kan jeg dog ikke undlade endnu at omtale. Det er 
det 20de Afsnit, som indeholder :» Archimedes' Bestemmelser af 
Arealer, Bum&ng og Tyngdepunkterc. 



^) Diorisme, Afgrsensning, hvor naar en Opgave er malig, hvor naar ikke, 
hvor mange Lesninger den kan have. En saadan herte altid med til den 
fuldstaendige Lasning af en Opgave, og Grsakerne fordrede, mserkelig 
Qok, at den skulde 8taa foran Opgaven. 
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Dette Afisnit, der kan Iseses og forstaas uden GjennemlsBsning 
af det 0yTige Ysdrk, indeholder sikkert nogle af de genialeste 
mathematiske Theorier, der nogensinde ere fremsatte, navnlig skal 
jeg fremhadve Archimedes' Beregning af Parabelsegmenter og deres 
Tyngdepunkter. 

Endelig vil jeg endnu af Prof. Z.'s Yserk fremhseve den over- 
ordentlig interessante Sammenligning, der lige paa de sidste Sider 
Andes mellem modeme og antik Geometri, hvad vi have laert af 
GrsBkeme, og hvad vi have fonid for dem. 

Det er vistnok overordentlig faa ibl^ndt os, der have Lejlighed 
til direkte at gj0re sig bekjendt med den antike Geometri; men 
vi knnne takke Prof. Z. for, at vi nu ved hans Yaerk med for- 
holdsvis Lethed kunne s^tte os ind i ialtfald en af de vigtigste 
Grene af den antikiB Mathematik, og for de allerfleste vil det vel 
give et langt bedre Begreb om den antike Mathematik at laese 
hans Yaerk end at arbejde sig igjennem et eller andet antikt 
Originalvaerk. 



EXAMENSOPGAVER. 



Polyteknisk Examen. Januar 1886. 

For Mekanikere og Ingeni0rer. 

1. Integrer Diflferentialligningen 

^ d^~^^'io'^ ¥^ y - (a positiv hel). 

Integralet gives rational Form, og Eonstanteme bestemmes saaledes, 
at a; — 1 giver y = og -^ = 0. 

2. Igjennem et Punkt trsdkkes tre paa hverandre vinkel- 
rette Korder, AA^^ BB^^ CC^, i en Ellipsoide. Bevis, at 



OA.OA^ ^ OB. OB I ^ OC.OCy' 
hvor Stykkeme ere regnede med Fortegn, er konstant, og find det 
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geometriske Sted for 0, naar den konstante Yserdi er k. Vis, at 

9 

en Betingelse for, at OA (0 givet) er Maximum eller Minimum, 
er, at ligger paa Nprmalen til A, og angiy den Betingelse, der 
yderligere maa vsere opfyldt, for at OA virkelig skal ysere Maximmn 
eller Minimum. 

3. At ndvikle Arealprincipet for et System af Legemer, der 
ikke paavirkes af ydre Kraefter. 

En homogen Omdrejningscylinder er sammensat af uendelig 
tynde koncentriske Skaller, der ikke ere forbundne, men passe 
neje i hinanden. Den yderste roterer om den fselles Axe med 
Vinkelhastigheden w; de andre rotere samme Yej, alle Vinkel- 
hastighedeme ere proportionale med ^erde Potens af Afstanden fra 
Axon. Pludselig forbindes hele Systemet af Skaller og bliver til 
en fast Cylinder; med hvilken Yinkelhastighed fortssetter denne 
Bevsegelsen? Hvorledes forholder det sig med den levende Kraft 
fer og efter Forbindelsen? 

For Kemikere. 

En Cirkel med Radius a bar sit Centrum i Axon med Ab- 
scissen b if) > o)- Find det geometriske Sted for Fodpunkteme 
af vinkelrette Linier fra. Begyndelsespunktet paa Cirklens Tangenter. 
Hvorledes bliver Ligningen for Stedet i polaere Koordinater, naar 
der til hver Yaerdi af $ imellem og 2 tt kun skal svare et Punkt 
af Kurven? Hvor stort er det imellem den yderste og inderste 
Omkreds liggende Areal? 

IV. Klasses Hovedexamen og aim. Forberedelsesexamen. 

Marta 1886. 

Arithmetik. 

1. En KJ0bmaDd bar kj0bt et Parti Yarer, som bave foraar- 
saget bam Omkostninger, der udgj0re 1^ pro Cent af Indkj0bsprisen, 
og derefter saelger ban dem for 2600 £r. med en Fortjeneste af 
14| pro Cent af det samlede Bel0b af Indkj0bspris og Omkostninger. 
Hvad bave de kostet? 
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2. Bevis Regleme for Multiplikation og Division af Rod- 
st0rrel8er og anvend dem til at finde 

under den simpleste Form, samt beregn x^ naar a = 10000000. 

3. Find x af 7^+^ — 5.7^=^ 105644, 

y ai 7^y ~ 6 . 7^ = 2156. 

91 8 
OpL 1. a; . g^ . y = 2600 giver x — 2250. 

2. a; =- yoF"^, logx ^|^ = 0,01667 — 1, 

X = 0,103912. 
106644 _ 

«^' • ''^ „2 c' "^ — ^' 



rV 5 + 93 



149 
\ — 44 



y = 2. 



Geometri. 

1. To Yinkler i en Trekant ere halverede, og igjennem Hal- 
yeringsliniemes Skjseringspunkt er trukket en Transversal, parallel 
med den Side, hvorved Yinkleme ligge. Bevis, at denne Trans- 
versal er lig Summen af de to Stykker af de andre Sider, som 
ligge imellem Transversalen og den f0rst nsevnte Side. 

2. Konstruer en retvinklet Trekant, naar dens omskrevne 
Cirkels Radius er givet, og Kathetemes Projektioner paa Hypote- 
nusen forholde sig som. 3 til 2. 

3. Arealet af en Hgebenet Trekant er 4 \/3, Radius i den 
indskrevne Cirkel ^ V 3 og Radius i den udvendige Bei^ringscirkel 
ved Grundlinien § \/3. Find Sideme. 

OpL 1. Der dannes ligebenede Trekanter ved Halverings- 
linierne og Transversalen, hvoraf SsBtningen felger. 

2. Den givne Cirkels Diameter deles i det givne Forhold; en 
vinkelret Linie derpaa i Delingspunktet skjserer den ene Halv- 
cirkelperiferi i den rette Yinkels Toppunkt. 
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3. Med de saedvanlige Betegnelser faas rt — 2 l/rr^ — 2, 

— = -^~ — =** ---, hvoraf 5 =« 8, altsaa 6 =— c = 7. 
r s — a 3 

Opgaven er altsaa l0st uden Hjaelp af Trekantens Areal, der Mr 

gelig maa stemme med det fundne; da 4 \/3 == rs = 8 . ^ V^-^ 

ra(s — ci)'^^'l V^3, finder dette Sted. 



Praktisk Regning. 

1. En Meter Klsede kj0bes i Frankrig for 21,05 Francs og 
skal sselges i Danmark med 14 pro Cent Fortjeneste. Hvor meget 
maa da gives i Kroner og 0re for en dansk Alen? 

Under Salget beskadiges en Del, saa at Resten maa sselges 
til en lavere Pris, hvorved Gjennemsnitsprisen for det hele bUver 
24 0re mindre for hver Alen. Hvor mange pro Cent vil der saa 
tjenes? 

1 Meter = 3,18 danske Fod. 100 Francs — 70,6 Kr. 

2. Paa en Egetraes Cylinder, hvis H0jde er 6 Linier, og bvis 
Grundflades Radius er 4 Tommer, faestes en Blyplade med samme 
Gnmdflade. Naar en Kubikfod Vand vejer 61,821 Pd., 1 Kubikfod 
Egetrse 0,850 og en Kubikfod Bly 11,389 Gauge saa meget som 
en Kubikfod Yand, hvor mange Linier maa da Blycylinderens H0jde 
vsere, for at denne Forbindelse af Eg og Bly skal have samme 
YsBgt som en Vandmasse af samme Storrelse? Yis, at Sp0rgsmaalet 
kan besvares, selv om nogle af de opgivne Tal ikke vare givne. 

Cylinderens Kubikindhold = nr^^h Kubikfod, naar Grund- 
fladens Radius r og Hjarjden h ere givne i Fod. Der anvendes 
Duodecimalmaal. 

Opl. 1. 1 Meter == 1,59 Alen koster 21,05 Fr. = 21,06 . 
0,705 Kr., altsaa 

1 Alen koster ^^>Q^ '^^^ . 1^14 « lo Kr. 64 0re. 

i,oy 

Derefter skal 

10,40 = ^(l + ^), hvoraf p - 100 (^^ - l) - 11,4. 
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2. Blypladens Higijde i Fod vtere x, saa er 
61,821 • ^ • y (^ + «) — 61,821 . Tt.^ (^-0.850 + 11,38905). 

De heri bortgaaende Faktorer 61,821 ■ n .-^ hebevQ aabenbait ikke 

at veere kjendte, naar x seges. Man faar 

0,16 -, - 0,15.144 ^. . 0,9 ,. 

^ - 24 ■ 10.389 ^°^ - 24 ■ 10,389 ^^' " 10;389 ^' 

8om ved Logarithmer giver 

X =- 0,08663°! = lidt over 1 Skmpel o: 1,039561^. 



Almindelig Forberedelsesexamen. Juni 1886. 

Praktisk Regning. 

1. En Eapital paa 36000 Er. staar pea Rente og Rentes 
Rente, det f0rste Aar til 4 pro Cent og i hvert f0lgende Aar til 
^ pro Cent mere end det foregaaende indtil Slutningen of Qerde 
Aar. En anden Eapital paa 54000 Er. staar i et Handelsforetagende, 
hvor der i det f0rste Aar vindes 8 pro Cent, det andet 6^, det 
tredie 10{ pro Cent, hvilket Udbytte leegges til Eapitalen. Hvor 
mange pro Cent vindes eller tabes paa den sidste Eapital i det 
^erde Aar, naar Forholdet imellem de to Eapitaler ved Slutningen 
af det flerde Aar er det omvendte af det, det var fra Begyndelsen af? 

2. I M's Testamente er bestemt, at hans Efterladenskaber 
skulle deles imellem A, B og C saaledes, at A fiEiar dobbelt saa 
meget som B, og denne dobbelt saa meget som C. M's Ejen* 
domme ere: 

1) en Gaard paa Landet, vurderet til 180000 Er., men hvis 
virkelige Vserdi kun er 86 pro Cent heraf; 

2) En Vandm0lle, hvis Vserdi forholder sig til Gaardens som 
4 til 9; 

3) en Skov, der aarlig indbringer 7200 Er. (regnet som Rente 
af en Eapital, der giver 4^ pro Cent). 

Naar A overtager Gaarden, B M0llen, C Skoven, livor meget 
maa da afgives til de andre af den, som £aar mere, end Testamentet 
bestemmer? 
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Opl. 1. Kaldes r Rentefoden for, hvad den anden Kapital 

indbringer i det i^erde Aar, saa er 

36000 . 1,04 . 1,045 . 1,05 . 1,055 _ ^ 
64000 . 1,08 . 1,065 . 1,1026 (1 -f r) 2 ' 

,^ ,. , , 4.1,04.1,045.1,05.1,055 

Mgehg 1 + r -^ 9.1,08.1,066.1,1025 ^ 

hvoraf log{\A^r)^ 0,62526 — 1, 1 -f r =- 0,42195, 

alteaa r — — 0,57805. 

Per er tabt 57,805 pro Cent. 

2. Gaardens Vaerdi — 153000 Kr. (A's Part) 
Yandm0llens — = 68000 — (B's — ) 
Skovens — — 160000 — • (C's — ) 

Tilsammen — 381000 Kr. 

I heraf tilkommer C, nemlig 54428 Kr. 57 1 0re, 

f — — B, — 108857 — 14f — 

f - — A, — 217714 — 28f — 

Altsaa C skal afstaa 105571 Kr. 42f 0re, 

hvoraf A fear 64714 — 28^ — 

— B — 40857 — 14f — 

Aim. Forberedelsesexamen og fjerde Klasses Hovedexamen. 

Arithmetik. 

1. A ^0ber i England 125 Yards Klsede a 9J sh. Ved 
Salget beregner ban sig 25 pro Cent Fordel. I Stedet for Penge 
modtager ban af B 1075 Flasker Yin, som denne bar indkj0bt i 
Prankrig for 1 fr. 20 cent. Flasken. Hvor mange pro Cents Fordel 

har B beregnet sig? ^-^ = T 

2. I Ligningen 

log (3a; 4- 5) • + log (2 a; — 5)^ — 4, 
betyder log Logarithmer i Briggs' System. Find x og pr0v Rig- 
tigbeden af de fundne reeUe B0dder. 

3. Efter at Naevneren i Br0ken i f0lgende Udtryk 



V 



a;^-->3a;^ — 4a; + 12 
3rr* — 15a?H- 18 
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er opl0st i Faktorer, skriyes det under den simplest mulige Form 
samt beregnes uden Logarithmer med en N0jagtighed af — for x = 8. 

ol 

OpL 1. Det s0gte Antal pro Cent betegnes ved a:, man bar da 
126 91 A « 1075 ^ -i ^Q^ + ^ 

bvoraf 100 + a: -= 139iJi, x =« 39,29. 

2. Den forelagte Ligning kan sendres enten til 

(3x + 5)2 (2rr — 5)2 = 10000, 
hvoraf (3 a; + 5) (2a; — 5) = + 100, 

eUer f0tst til log (3 a: + 5) + log (2 x — 6) — 2, 
hvoraf (3 a; + 5) (2 x — 5) = 100. 

I sidste TUfaelde fremkommer der ingen imaginsere Vaerdier 
for x^ men kun 

a; — 5 Og .T = rr. 

6 
Pr0ven viser, at for a: = 5 er 

log 202 + ?o^ 52 _ i^g 1002 — 4, 

og for a; = ^ bliver 

,., (_ '^)V i<„(-f )■- !«,, (15^»)- i., 100. - 4, 

saa at begge Losninger tilfredsstille Opgaven. 

3. Da 3a;2 — 15.x + 18 — 3 (a; — 3) (a? — 2), maa enten 
X — 3 eller x — 2 gaa op i Taelleren, hvis Forkortning er mulig. 
Ved Forkortning med x — 3 faas f0lgende Resultat 



y- 



som f or a; ==* 8 bliver til 



1/21870 ,. . „ 147 148,, 

Q^ > som ligger imellem gj^ ^g — >). 



^) Ved en fejl Afskriffc af Opgaven blev Forkortningen ikke mttlig og Tal- 
regningen mere sammensat end paatsBnkt. Opgaven bar dog Ijent til at 
vise, hvorvidt vedkommende forstod at behandle saadanne Sporgsmaal^ 
men den bar krasvet en mildere Bed0inmelse. For Undervisningen bar 
fonnentlig kun den rigtige Fonn Interesse. 
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Geometri. 

1. Omkredsen af en retvinklet, ligebenet Trekant er giveu 
lig p. Sideme beregnes og*Trekanten konstrueres. 

2. En Cirkelbue AB er 60°. Radius CA og Tangenten til 
B skjaere hinanden i D. Tangenten til A skjserer BD i E. Find 
Forholdet imellem Trekanterne CBD og EAD. 

3. Den ptolemaeiske Saetning fremsaettes og bevises. Demaest 
anvendes den til at finde Korden til Buen 3 a af Kordeme til 
Bueme 2 a og a, idet a bar en vilkaarlig Gradst0rrelse. Til 
Exempel JBndes Korden tH 108'' af dem til 36° og 72°. Den 

sidste er -^ VlO — 2 V^. 

Opl. 1. Katheten kaldes a:; saa er 

2x + 0? 1^2 = p, a: — -— ?— ^ = « ^ V^2».», 

2 + V2 2 ^ ^' 

hvoraf Konstruktionen fremgaar. Simplest er det maaske at dele 
p i 3 Stykker, der forliolde sig som 1:1: V 2. 

2. Man ser let, at A DBC no A DAE, f0lgelig 

ADBC _ BC^ _ _r;2 r'^ 

idet den omskrevne Sexkants Side er S^. 

Trsekkes CE og bemaerkes, at CZ) = 2r, altsaa CA ^ ADj 
blive de tre retvinklede Trekanter DAE, CAE og CBE kongru- 
ente, altsaa ogsaa saaledes A DBC ==■ 3 . A DAE. 

3. Afsaettes 3 Buer a i Fortsaettelse af hverandre, og Kor- 
deme imellem alle disses Endepunkter traekkes, faas en indskreven 
Firkant, hvori 

ch Sa , ch a ^^ ch'^ 2a - cli^ a, 

idet ch betyder »Korden til«. Heraf faas 

, ^ ch'^ 2a — ■ ch'^ a 

ch 3a — = . 

ch a 

I Exemplet er a — 36°, 2a = 72", 3a « 108°, altsast 

ch 108° - - 10 -2^5- (6 -2^5 ) _2r ^r(Vb + l) 
2 Vb — i 1/5—1 2 ' 
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Emii Buchwald og Andr. Sch. Steenberg: Plangeometrisk 

Konstruktionsbog, til Brug i laerde Skoler og Realskoler (P. G. 
PhiKpsen 1886). 

Yed ^erde Klasses Examen i de laerde Skoler og Realafgangs- 
examen lader FremstiUingen selv af rigtige Losninger og Konstruk- 
tionsopgaver ofte meget tilbage at 0iiske. Censoren f0ler sig ikke 
altid sikker paa, at Eleven virkelig er vant til at udfere alle de 
enkelte Operationer, hvoraf L0siiingeii bestaar, og den skriftlige 
Kedegjorelse mangier ofte Praecision. Den forelagte Bog, i hvilken 
baade Text og Operationer skulle indfores, de sidste paa- virkelig 
forelagte Figurer, forekommer os at vsere et godt Middel til Ind- 
0velse af den fom0dne Orden i den hole Behandling af Konstruk- 
tionsopgaver, og vi anbefale det derfor til Mathematikljereres Op- 
maerksomhed. Disse knnne derefter selv se, hvorvidt det netop 
passer i deres Undervisning. (H. Z.) 

E. M0ller: Fejlenes Theori. Eort fremstillet efter de nodndste 
Evadraters Methode med sserligt Hensyn til den okonomiske Tjand- 
maaling. (Kbhvn. 1886. Aug. Bang). 

Fejltheorien er en af de mathematiske Discipliner, som i en 
saerlig Grad kirnde trsenge til en kritisk Revision. Praktikeren kan 
imidlertid ikke vente paa en saadan, men nodes daglig til at bruge 
den foreliggende Theori som den nu engang er. Det nservaerende 
Skrift har det Formaal at give en letfattelig FremstiUing af de 
mindste Kvadraters Methode i dens Anvendelse paa den okonomiske 
Landmaaling. Forfetteren er ikke blind for de theoretiske Yan- 
skeligheder ved Begrundelsen, men gaar let hen over disse for 
saerlig at dvsele ved solve Udjevningsmethodeme , af hvilke han 
synes os at have givet en meget god FremstiUing, der end yder- 
ligere lettes ved stadig Anbringelse af passende valgte Exempler, 
hentede fra Praxis. Mindre tilfredsstillende finde vi Bogens f0rste 
Del, hvor vi "navnlig kunde have 0nsket en fyldigere FremstiUing 
af de Betingelser, af hvilke den exponentielle FejUovs Fremkomst 
afhaenger. (J. Q) 
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ADOLPH STEEN. 

F0dt 7de Oktober 1816, d0(l lOde September 1886. 



I et h^jst interessant Foredrag om »Det mathematiske Studiums 
Fremgang i Danmark i dette Hiindredaar«, som findes aftrykt i 
nservrarende Tidsskrifts Aargang 1873, har Professor Steen skild^et 
den Udvikling, hvorved Studiet af Mathematiken herhjemme fra 
naesten bar Grund har hsevet sig saa hurtig og saa h^jt, som det 
udtales i ftilgende Ord. iSelv de mest sangvinske Forhaabninger 
om det Maal, der ved en kraftig Lserervirksomhed, gode L8Breb0ger 
og dygtige Laereres Uddannelse kimde naas, have ikke kunnet 
vente saa snart at naa den Yirkelighed, hvoii vi nu bevsege 08. 
Man vilde meppe saa snart have anset et mathematisk Tidsskrift 
for muligt, ikke saa hurtig troet paa den Overfl^dighed af Mathe- 
matikere til alle Stillinger, hvor denne Yidenskab behaves, paa den 
stadige Tilgang af yngre Eraefter, som yi nu have, ikke at tale 
om alle dem, der dyrke Mathematik som Hjselpevidenskab. Maatte 
det mathematiske Studium tidligere hos os staa langt tilbage for 
det i andre Lande, saa kan det nu paa en haederlig Maade staa 
ved Siden deraf.« 

Professor Steen skildrer i sit Foredrag de enkelte Msend, hvem 
denne Eejsning skyldes, deriblandt den alsidig dannede Degen, 
den aandfalde, men tidlig bortkaldte von Schmidten og is8Br 
den grundige og stringente Ramus, lige beundringsvaerdig for sin 
omfattende Yiden i Mathematiken og for den Paalidelighed, hvor- 
med han begmndede aUe Enkeltheder. Maalet vilde imidlertid 
ikke vsere naaet saa foldstaendig, den begyndte Fremgang vilde 
ikke vaere fortsat saa godt, Betingelseme for den fremtidige Ud- 
vikUng ikke va^re saa gode, og Mathematikimdervisningen vilde 
ikke baere Frugt i saa vide Kredse, hvis disse Yidenskabsmaend 
ikke vare blevne fulgte af den fortrinlige Laerer Adolph 
Steen. 

Det er for Mathematiken som Undervisningsgjenstand, at Steens 

y. BeUEe. 4. Aflrgan;. 5 



y^ 
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Yirksomhed har liaft og gjennem hans Disciple lasnge vil vedblive 
at have sin st0rste Betydning. Selv har han ofte — ogsaa i Ind- 
ledningen til det nys anf0rte Foredrag — 0nsket sin videnskabelige 
Virksomhed betragtet som knyttet dertil. Derfor skal jeg ikke her 
dvaele ved hans Afhandlinger i VideDskabemes Selskabs Skiifter 
eller her i Tidsskriftet, hvis Form gj0r dem lettere tilgaengelige 
end Flertallet af mathematiske videnskabelige Arbejder; men jeg 
vil heller her aflsegge en yngre samtidigs Yidnesbyrd cm det, som 
man ikke i Fremtiden vil kunne se af hans Skrifter, nemlig hans 
Laerervirksomhed og dens Betydning. 

Af de personlige Egenskaber, som Steen medbragte til denne 
Qjeming, skal f0rst naevnes en meget hurtig D0mmekraft. Han 
vandt let den Klarhed over et foreliggende Emne, som kiSBves for 
ogsaa klart at kunne udtale sig om det. Denne Evne t0r man 
ikke ubetinget 0nske aUe VidenskabsmsBnd; thi den Kamp og Miarje, 
for hvilken den sparer, er det netop, som giver Anledning til den 
dybeste saglige Indtraengen og Forstaaelse; men den, der som 
Steen vil gj0re umiddelbar Anvendelse af sin Indsigt eller meddele 
den til andre, kommer den i Ii0je8te Grad til Gode. 

Som hans Tanke hurtig vandt frem til Klarhed hos ham selv, 
og han let kunde gj0re den klar for andre, saaledes vidste han 
altid hurtig, hvad han vilde, og lod heller ikke andre tage Fejl 
deraf. Deri havde han et godt Middel til at ssette sin ViUie 
igjennem. 

Til det, han vUde, h0rte at udvikle og bruge de Evner, han 
havde faaet. Synderlig Modstand har han dog i den Henseende 
ikke kunnet finde hos sig selv; thi Mage til den Arbejdslyst og 
de Arbejdskrsefter, som han havde og bevarede til sin D0d i sit 
70de Aar, traeffer man sjelden. 

De ydre Forhold, hvorunder han fizfrst kom til at virke, have 
ogsaa v8Bret meget gunstige for at dygtiggj0re ham til hans senere 
Gjeming. Kort efter (i 1839) at vaere bleven polyteknisk Kandidat, 
virkede han fra 1841 — 1846 som Eepetent i Mathematik ved 
polyteknisk Laereanstalt, den Skole, hvortil hele hans Liv saa n0je 
har vseret knyttet, og samtidig underviste han i Fagets Elementer 
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i Maiiboes og Friis*s Skoler. Ved denne sidste Undervisning 
erhvervede han det grundige Kjendskab til, hvad der kau udrettes 
paa ethvert Standpunkt af Undervisningen, som senere er kommet 
ham til Gode som Undervisning8in8pekt0r. Som Repetent paa 
Lsereanstalten havde han Lejlighed til at laere at gj0re det Stof, 
som den Gang af Bamus foredroges i en meget abstrakt Form, 
tilgsengeligt ogsaa for de svagere. Begge Steder paalaa det ham 
ej blot at forklare, men ogsaa at sp0rge og ind0ve. Det er da 
vistnok der, at han har vsennet sig til den klare Form baade for 
Meddelelse og Sp0rgsmaal, som har gjennemtrsengt hans Undervis- 
ning og gjort ham til en saa fortrinlig Examinator, og at han har 
vaennet sig til at forlange og at kunne forlange en tilsvarende 
formel Klarhed hos sine Disciple. Der har han begyndt Udar- 
bejdelsen af den Samling af omhyggelig valgte Exempler til Ind- 
0velse, som ere af saa stor Betydning i hans Laereb0ger og have 
vaeret det i hele lians Undervisning. 

Af Betydning for hans Uddannelse har ogsaa et 8 Maaneders 
Ophold i Paris 1846 — 47 vseret. Det var hos de franske Mathe- 
matikere, at han S0gte Forbilledet for den formelle Klarhed, hvori 
han selv bragte det saa vidt. Som de lagde han megen Vsegt 
paa en strong lagttagelse af Logikens ydre Former, de vedtagne 
som de n0dvendige. Efter deres Exempel glemte han ikke at 
benytte og udvikle den Evne, som han havde til at udtrykke sig 
i et smukt og velldingende Sprog. 

De samme Evner, som Steen lagde for Dagen som Lserer, fik 
ogsaa Anvendelse paa mange andre Omraader, indenfor hvilke han 
har indlagt sig store Fortjenester, men som det ikke her er Stedet 
at omtale. Hos en mindre arbejdsom Mand vilde dette vgere et 
Tab for Laerergjerningen ; men hos Steen tjente det netop til yder- 
ligere Udvikling af disse Evner. Han bragte derfra tilbage til sin 
Yirksomhed for Yidenskaben og sin Undervisning den »Livserfaring«, 
som han i sit alt citerede Foredrag savnede hos Ramus, der »var 
Stringensen, Klarheden og Skarpheden selv, men tillige noget t0r 
og lidet vsekkende . . . ukjendt med Skoleundervisningen, men i 
Besiddelse . . .« 

5* 
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Steen virkede 8om Privatdocent ved Universitetet i 1847 — 48, 
bloT 1850 Docent ved polyteknisk LaBreanstalt, virkede 1854 — 63 
tillige ved den militsBre HiarJBkole, og fra 1857 (til 1885) bar han 
vsaret fast Leerer ved polyteknisk Laereanstalt, £ra 1861 tillige 
Professor ved Universitetet 

Yed disse Undervisningsanstalter var det ikke Fremdragen af 
nye Synspnnkter eUer dybsindig Indtrsengen i Prindpeme, der 
gjorde Steens Foredrag fortrinligt, men den veltalende og klare 
Form, der paa en sjelden fuldstaendig Maade meddelte Tilh0reme 
lians egne Tanker og hsevede dem op til bans egen Forstaaelse. 
Han var i Stand til at £aa ogsaa de Polyteknikere med, som ikke 
medbragte synderlig matbematisk Interesse, og for bvem Matbe- 
matiken kun skulde vaere et Middel i den senere Livsvirksombed. 
For kommende LsBrere ved lavere og b^ere Anstalter blev baas 
Foredrag et Forbillede for den Undervisning, de selv senere skiilde 
give. Og de, der med videnskabelig Interesse kastede sig over 
Faget, IsBrte af bam, at »det dimkelt sagte er det dunkelt t8enkte«. 
De saa ikke blot af bans Exempel, bvorledes en Tanke skal £aa 
den Form, uden bvilken den ikke er foldbaaren; men Eespekten, 
ja Frygten for den Person, der ved Examinatorier og 0vel8er 
krsevede en saadan Form, Iserte dem med Alvor at arbejde paa at 
iinde den. 

Om dette sidste knnne vist mange vidne af egen Erfeuring. 
Saaledes mindes jeg, at jeg endnu langt senere, naar jeg bar af- 
fattet en matbematisk Afbandling, bar pi^vet ej just Slutningemes 
Gyldigbed, men Fremstillingens TydeUgbed og formelle Fuldstsen- 
digbed med den Tanke, bvad Steen vilde sige dertQ. Jeg bar ikke 
mindst gjort det, bvor jeg af Hensyn til reelle Fortrin brugte 
FremstiUingsformer, som afveg fra dem, indenfor bvilke Steen fandt 
det sikrest at bevasge sig og derfor anbeMede, f. Ex. naar jeg 
brugte Differentialer og ikke som ban nsBsten altid Differential- 
koefficienter. Sk)0nt jeg som ung Dr. pbiL ved et Foredrag, jeg 
boldt ved Naturfor8kerm0det i Cbristiania i 1868 kunde vente st09cie 
Interesse for mit ssBrlige Emne fira andre Sider, tror jeg nok, at 
jeg under dots Afboldelse taenkte mere paa Steens Dom over Formen. 
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Som allerede borsKrt forbandt Steen i de seneste Aar, nemlig 
fra 1875, med sin Laerervirksomhed Posten som Formand for 
Inspektionen for de Iserde Skoler og (indtil for et halvt Aar siden) 
for Realskoleme. Med sit Kjendskab til Undervisningen, sin store 
Energi og af Aarene usvsekkede Arbejdsdygtighed var ban lige 
skikket til UdSofrelsen af det med denne Post forbundne admini- 
strative Arbejde og til at give Lsereme de bedste Raad med 
Hensyn til deres Undervisning og hjaelpe dem at naa de fore- 
skrevne Maal. En saadan St0tte beh0vedes ogsaa ikke mindst for 
bans egne Fags Vedkommende, for at haamme den skadelige Virk- 
ning af en ved poMtiske Eombinationer tilvejebragt Skolelov, som 
lader Mathematikundervisningen opli0re netop paa den Tid, da den 
sknlde begynde at saette Frugt i Aandsudviklingen og eiamtidig 
anvendes ved Undervisningen i Naturlsere. Heri st0ttedes omvendt 
ban af de for en stor Del af ham selv uddannede, dygtige Laerere, 
som- vore Skoler have i Mathematik og Naturlaere trods de L0n- 
ningsforhold, som i lang Tid fra alle Sider have vaeret erkjendte 
for utilb0rlig slette. At jeg her naermest holder mig tn Steens 
Virksomhed for bans egne Fag, kommer af, at jeg bedst kjender 
denne; men Steen viste ikke disse en uberettiget Begunstigelse. 

Den tidligere ber0rte Aabenhed og Uforbeholdenhed, hvormed 
Steen gav sine Tanker og F0lelser Luft, har isaer i bans yngre 
Aar kunnet vaBkke Anst0d og har ganske vist, isaer da den saed- 
vanlig var forbunden med absolut formel Overlegenhed over bans 
Modstandere, kunnet vaere mindre behagelig for disse. De, der 
laerte ham naermere at kjende, kom imidlertid snart til at f0le sig 
vel netop ved denne Aabenhed, som §emede al UHarhed og indgj0d 
iibetinget Tillid. Mest Fortraed kunde den gj0re ved Examens- 
bordet, saerlig paa Examinander, der her saa Steen f0r8te Gang. 
Hans Evne til at gj0re sine Sp0rgsmaal til disse klare og for- 
staaelige var benndringsvaerdig ; men Examinanden var ofte mere 
opmaerksom paa det Udtryk af Utaalmodighed , som kunde ligge i 
Sp0rgerens Tone og Miner. Den, der kjendte ham, vidste derimod, 
at Steens Dom lige saa lidet som solve bans Sp0rgsmaal paavir- 
kedes af den Utaalmodighed, som nu en Gang skulde have Luft, 
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og som ofte kunde komme af et velvilligt 0iiske orn, at Kan- 
didaten skulde svare bedre. 

Det er derfor forstaaeligt, at Steens" Disciple, med livem han 
ogsaa gjerne samledes ved de polytekniske Kandidatgilder og andre 
muntre Fester, ej blot saa paa ham med Hojagtelse og TiUid, men 
ogsaa kom til at holde meget af ham. Forhenvaerende Disciple 
have bevaret disse Folelser, og for de fleste vil Steen spille en 
Hovedrolle i de gode Minder fra polyteknisk Laereanstalt. De, som 
ere vedblevne at staa i Forhold til ham og ere komne til at 
arbejde sammen med ham, ville bestandig bedre have laert bans 
varme Hjerte og trofaste Sind at kjende og ofte have set praktiske 
Pr0ver derpaa. 

Sserlig varmt og trofast slog hans Hjerte tor bans Fsedreland, 
hvad han indtil sine sidste Dage ogsaa bar lagt for Dagen paa 
anden Maade. I dets Tjeneste er den Gjerning gjort, som jeg her 
har s0gt at skildre, og denne Gjerning vil ikke vaere spildt. 

H. G. Zeuthen. 



TALTHEORETISKE UNDERS0GELSER. 

(af a. S. BANa). 



1. Idet m og n ere indbyrdes primiske, er a — 1 
st0rste faBlles Faktor for a^* — 1 og a^ — 1. 

(Alle Bogstaver betegne her som i det f0lgende hele Tal). 

Ethvert Tal, som gaar op i a^^ — 1 og i a^ — 1, gaar tillige 
op i a'^^'^^y — 1, idet nix > ny, og da m og w ere primiske^ 
kan man bestemme x og y saaledes, at mx — ny =^ 1, altsaagaar 
Tallet op i a — 1, som f0lgelig er st^rste fselles Faktor for d"^ — 1 
og a^ — 1. 

St0rste fselles Faktor for a"i — 1, a'^a -— 1 . . . a"w — 1 
er af — 1, hvor / er st0rste faelles Faktor for «,, ^2 •••«n' 

Idet /, er st. f. F. for aj og a?, er a, == mf^ og a^ ^ nfy, 
hvor m og « ^re primiske ; st. f. F. for a"i — 1 « ((/>)"* — 1 og 
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a'^a — 1 = {af'^y^ — 1 er da a^i — 1. Er nu f^ st. f. F. for /, og 
«3, altsaa for aj, a^ og 03, bliver a^« — 1 st. f. F. for ofi — 1 
og a^'9 — 1, altsaa tillige for a^^^ — 1, a"« — 1 og a"3 — 1. 

Fortsaettes saaledes, faar man tilsidst, at c/ — 1 er st. f F. 
for a'l — 1, a°« — 1 . . . a«n — 1. 

2. For at besteinme mindste faelles Multiplum for a"» — 1, 
a'^« — 1 . . . a'^w — 1 benyttes en Saetning, som er opstillet af 
Pullich som Opgave 354 i dette Tidsskrift, nemlig: 

Idet for et vilkaarligt Antal givne Tal p betegner 
Tallenes Produkt, p^ Produktet af de st^rste fselles 
Faktorer forTallene, tagne sammen i Grupper paa r, vil 

i^» *JP\ -2^6 • • • 
bestemme Tallenes mindste faelles Multiplum. 

Lad en Primfaktor a forekomme i alle de givne Tal i Poten- 
serne a,, a^ • • • ^n' ^^^r aj ]^ fto ^ t*3 . . . ^ a^. 

Tager man da Gruppeme paa r Tal, vil st. f. F. for en af 
disse indeholde a i den laveste Potens, hvori dot findes i noget 
at Tallene i den Gruppe. Da man endvidere har K^^^ ^__i 
Grupper, for hvilke a^s er den laveste Potens af a, giver dette, 
at St. f. F. for hver af de -BT^^j ^__i Grupper indeliolder a i Po- 
tensen a^\ p^. indeholder da folgende Faktorer af a 

(Heraf faar man endvidere, da der findes K^^ ^ Grupper, at 

-^r— 1, r— 1 + -^r, r— 1 + -^r+l, r— 1 + • • • ^n— 1, r— 1 "* ^n, r)' 
Heraf f0lger, at Produktet 

idet det udstraekkes til Potenseme a,, aa . . . «^ af a, maa angive 
a i den Potens, hvori det forekommer i m\ dog maa lierfra und- 
tages a^i, som forekommer i f0rste Potens. Da man har 

l+-^5-],2 + -^8— 1,4 + ---— -^s-l,l—-^5-l,3--- = (^— 1)*""^=^' 
ser man heraf, at de Primfaktorer, som findes i alle de givne Tal, 
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i m maa forekomme i de h0jeste Potenser, hvoii de forekomme i 
noget af Tallene. 

Saa&emt a kun findes i f af Tallene, kan den samme ndvik- 

ling dog benyttes, idet kun a^^i, ^^4-2 • • • ^n ®^® ^^5 "^^ '^^ 
altsaa indeholde de samme Primfaktorer som de opgivne Tal i de 
h0je8te Potenser, hvori de forekomme i noget af Tallene, og er da 
Tallenes mindste faelles Multiplum. 

Heraf kan man ved Anvendelse af Ssetningen i 1 faa m. f. M. 
for a"i — 1, a"« — 1 . . . a"** — 1, idet man ved den naevnte SsBt- 
ning kan bestemme st. f. F, for r af Tallene. Saaledes er m. f. M. 
for a^^ — 1, a^^ — 1 og a® — 1 
(a«o _ 1) (ai2 _ 1) (^s _ 1) (a. _ 1 ) 

(a* _ 1) (a^ _ 1) (a* _ 1) "(* 1} (a + i) (a + i). 

For Fuldstsendigheds Skyld bevises tillige den anden i samme Op- 
gave stillede Ssetning, skjont den ikke bliver anvendt i det f0lgende: 

Betegner P^ Produktet af de mindste faelles Mul- 
tipla for alle Grupper paa r Tal, vil 

f p . i 3 . X 5 . . . 

/ P P 

bestemme st0rste faelles Faktor for Tallene. 

Som f0r betegner a et Primtal, som findes i de opgivne Tal 
i Potenserne a,, a., . . . a^. Idet m. f. M. for Tallene i en af 
Gruppeme paa r Tal indeholder a i den h0je8te Potens, hvori det 
forekommer i noget af Tallene i den Gruppe, vil der vsere K^__g ^_i 
Grupper, hvis m. f. M. indeholder a i Potensen a^, saa at Produktet 

angiver den Potens af a, som forekommer i /, hvor Undtagelse 
maa gj0res med a '*, som findes i f0rste Potens. 

Man ser heraf, at / vil indeholde de Primfaktorer, som findes 
1 alle de givne Tal i de laveste Potenser, hvori de forekomme i 
noget af Tallene. 

Findes a kun i ^ af Tallene, ere a^ i |, df^^ - --CLn ^^^> ^^ 
at a forekommer i nulte Potens i /, som altsaa er TaUenes st0rste 
faelles Faktor. 



^ 
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3. Lad < — p^^ .Pg* • ••P^'* vaere opljatet i sine Primfaktorer 

og M betegne mindste ftelles Multiplum for a^^ — 1, cf^ — 1 . . . 

t 
— Qt 2 

cr ** — 1 ; vi ville da betegne — v^ — ved F^ (a), saa at man (i F0lge 

SsBtningen i 2) bar 

t t f t 



ji^{a) J -J J ^j-~ 

(a^>-l)(a^«-l)...(a^'^-l)(a^»^'^»-l)... 

Man kan nu bevise, at 
a*-l — F,ia).Fp^ {a)-Fp^(a)...Fp^p^{a)...Fpa, ^a,...p«r (a)... F^{a\ 
idet man liar medtaget alle F^{a\ hvor d er Divisor i /. 

IndssBtter man YeBrdieme af F^ (a), Fp^{a\ F^Jia) . . . ^p^pj^o) • • •, 
vil Udtrykket indeholde a* — 1 en Gang i Taelleren, saa at Saet- 
ningen vil vaere bevist, saafremt a^ — 1, naar m = j)fi .jp^«...p^'" 
findes lige mange Gange i Tselleren og N»vneren. 

Antages a, > a,, a^ > aj ...Wy > a^, vil aV^ — 1 forekomme 
som Faktor i J^^^j(a), naar / er 1 eller Produktet af et vilkaarligt 
Antal af Primfaktoreme p,, i^^, • • -Pw' ^^ findes i Tselleren eller i 
NsBvneren, eftersom der er et lige eller ulige Antal Primfaktorer 
(til det f0rste Tilfaelde regnes 1). 

a^ — 1 vil da forekomme lige saa mange Gange i Naevneren, 
som Antallet af Tallene Pp P2? • • *Pnt VxPiV^ "* angiver, og i 
Tselleren saa mange Gange, som Antallet af Tallene 1, l^xV^^ 
ViV^"Vn-\Pn^ PiP2P'6Pa"'i altsaa i NsBvneren Z,, 1 + Z^ 3 + . . . 
og i Taelleren 1 + -K^, 2 + -^n 4 + • • • ^*^&6> hvoraf f0lger, at 
a^ — 1 findes lige mange Gange i Tseller og Naevner. 

Her antoges, a.t p^^p.2 - "Pr ^orekom i lavere Potens i m end 
i t] saafremt nogle af dem, p^^ 2h "'Pk ^orekom i samme Potens 
i m og i /, vilde a^ — 1 kun vaere Faktor- i F^^Aa\ naar / var 
Produktet af nogle af Primfaktoreme /^^.j-u Pk+% - - - Pn^ ^^ ^Z 
skal vaere en Faktor i f, hvoraf vilde f0lge, at a'" — 1 fandtes 

^n-k, 1 + ^n-k, 3 + • • • ^^^^ i Naevneren og 1 + K^^j^^ 2 + • • • 
altsaa lige saa mange Gange i Taelleren, hvorved Saetningen er bevist. 
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4. Det kan endvidere bevises, at F^{a) er en hel alge- 
braisk Funktion af a med hele Koefficienter. 

Da dette gjaelder om F^ (a) og Fp (a), beh0ver man kun at 
bevise, at naar det gjaelder om alle -F^(a), idet d gaar op i f, Qselder 
det ogsaa om F^{a). Under denne Forudsaetning vil 

^;ill -M=F^(a). Fp^ (a) . F^Jia) ...F^ (a) 

vaere en hel algebraisk Funktion af a med hele Koefficienter. 

Lad nu f{a) betegne det mindste hele algebraiske Udtryk, 

hvori a^^ — 1, a^' — 1 . . . a^^ — 1 gaa op; f{a) er da Produktet 
af de forskjellige irreduktible algebraiske Udtryk, som findes i 

L L L 

a^^ — 1, a^* — 1 . . . oP'^ — 1, og da ethvert af disse Udtryk er 
en Faktor i J/, hvilket indses ved at optese dem i Faktorer ved 
Ssetningen i 3, maa f{a) enten vaere lig M eller en Faktor 1 M, 

Saafremt M = f{a) ./^(a), kan man vselge et saadant helt 
Tal ttp at /, (aj er st0rre end 1, saa at den tilsvarende Yserdi af 
M er st0rre end f{a j ), hvilket er umuligt, da f{a) er et Multi- 

L L 

plum og M det mindste faelles Multiplum for c^^ — 1, oP^ — 1 . .. 
t_ 

c^^ - 1. 

M er altsaa Produktet af de forskjellige irreduktible Udtiyk i 

L L 1. 

ap^ — 1, oP^ — 1 . . . oP'^ — 1, og da ethvert af disse Udtryk er 
en Faktor i a* — 1 , maa a^ — 1 dele sig i 2 hele algebraiske 
Udtryk (som f0lgelig maa have hele Koefficienter), af hvilke det 
ene er Jlf, altsaa er F^ipi) en hel algebraisk Funktion med hele 
Koefficienter. 

Ff^o) er endvidere, if0lge 3, af Graden 
. , ^ ■ < , i it t 



PiP2 PiPi PiP2PsPa Pi P2 PxV^Pz 

altsaa af Qiaden y (Q. 
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5. Man faar lieraf f0lgende SsBtniBg om den binomiale Ligning: 

Ligningen oif' — 1 — * vil dele sig i lige saa mange 

liele algebraiske Ligninger, som der erDivisorer i #, og 

ialdes disse 1, a, ^ . . . f, ere disse Ligninger af Gra- 

derne y(l), ^(a), y(^) ... i^if), 

Heraf folger endvidere den bekjendte Ssetning, at 
y(l) + y(a) + y(^) + ...y(Q«^. 

Ex. Ligningen aj^* — 1 — vil, da 24 =- 2^ . 3*, dele sig i 
4.2 = 8 Ligninger af Grademe y(l) ===» 1, 9?(2) -=« 1, y(3) = 2, 
y(4) =- 2, 9(6) = 2, y(8) - 4, y (12) =- 4 og (p(24) = 8. 

Udf0res Regningen, fear man: 
ic24 — 1 = (a; — 1) {x + 1) (aj2 + a; + 1) (x^ -\- \){x'^ —x -\-\) 

{x^ + 1) {x^—x'^ + 1) (x8 — iC* + 1). 

Det er bekjendt, at F^{x) =- x^-^ + a:^~'^ + . . . a; + 1 = 0, 
naar _p er et Primtal, er irrednktibel. Beviset herfor st0tter sig 
paa, at Ligningen af n'te Grad 

hvor f{p^ er en hel algebraisk Funktion, er irrednktibel, og at 
F (^ _[- 1) = bar denne Form. Da F^^ (a; — 1) = bar 
samme Form, maa altsaa tiUige i^2« (^) "* ^ '^^^^ irrednktibel. 

Det kan endvidere bevises, at saavel i^n+1 (;r + 1) === ^ ^^^ 
JF2o«+l (^ — 1) = have samme Form. 

Man bar nemlig i^w+l (a; + 1) = 

^x-^\)P'^^-^)^{x\\)P''^~'^) -Y^x^l)^""^^-^ 

1 = 0. 

Tager man heri et vilkaarligt Led x^'^ ■« ^ hvor r <2>^ og 
ikke delelig med 2?^' har dette Koefficienten 

Nn er S'^.^^n ^._p»+y, hvor 6 > a, lig 

(6 .p^) (& . j}^ — 1) (& .y* — 2) ... (6 .j?^ ~ gp^^ — y + 1) 

i.2.3...(a.p^ + r) 

p vil findes i lige saa h0j Potens i {h . p'^ — 1) (b . p^ — 2) . , . 
(6 . p^ — a . p^ — r + 1) som i 1 . 2 . 3 . . . (a .p^ + *" — !)» saa at 
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naar r er delelig med p", hvor a <, n, p^"^ vil gaa op i 
^b.p^ a.p^+r^ altsaa ogsaa i Koefficienten til x^'^ "+"**. 

Saafremt r «* 0, vil derimod Tselleren og Naevneren vsere 
deleHge med samme Potens af p. 

h .y" (b .p"- 1) (/; . p**-2) ■■■ ((6-a)p" - 1) 

Deles At, «« a «n = 

i 2 Faktorer, af hvilke den ene indeholder de Faktorer, som ere 
primiske med p, den anden dem, som ere delelige med p, vil saavel 
Teeller som Nsevner i den f0rste, i F0lge Wilsons Saetning, vsere 
kongruenfe med 1, medens den anden, naar hver af dens FSiktorer 
i Taelleren og i Naevneren divideres med jp, bliver 

b -i^^-i (b,p^-^ — 1) (6 . 2)»*-i — 2) . . . ^ 
1.2.3...a.p**^ 
Man faar felgeHg 

livorved Koefficienten til cr^'^ bliver kongruent med 

Kp^l^ ^ + Zp_2, a + • . . ^a, a - ^i?, a+1 (^ ^^^g® ^^ ^^^^^^^^ ^ 2), 
og da ^ a+i?^0 (modp), er Koefficienten delelig med p. 

Koefficienten til x^ er p^ saa at Ligningen bar den angivne Form. 

Tillige indses det, at F n{x — 1) = bar samme Koeffi- 

cienter, bver anden med modsat Fortegn, som jP ^(x + 1) = 0, 

x^ 

saa at saavel F ^(x) =^0 som F^ n(^) "^ ^ ®^® irreduktible. 

6. Om F^(a) kan maerkes f0lgende SsBtning. 

Naar t og ii ere primiske, og man i Udtrykket for 
F^(a) indssetter F^iaP') i Stedet for a^ — 1, faar man 

If0lge Betydningen af F^{a\ bar man 

t 

Da endvidere ^p^p^...pn(f^^) =* ^^(^'0» ^ Saetningen vsere be- 
vist, naar den gjaelder for t^=PiP2 •••Pn* 

Nu er F^ u («) = ^ , v , bvilket indses ved at dele F^ ,, (a) 
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i 2 Faktorer, af hvilke den ene indeholder alle de Faktorer af^ — 1^ 
hvor m er delelig med|) , , den anden dem, hvor m er primisk med p , . 
Deraf f0lger atter, at 

og heraf atter 



•^« ti « «i W = 0- s. v., 



i^« ((/■^•^'').J;(aP')..g;(a^').i^Ja ^') 

saa at Saetningen gjaelder. 

7. Den f0lgende Udvikling gaar ud paa at iinde Formen af 
de hele Tal, som gaa op i F^(a). 

Bet er indlysende, at man intet kan bevise om Tal, der gaa 
op i F^ {a) "^ a — 1 og F^^ (a) = a + 1 , da disse kunne vsere 
hvilke som heist. Derimod har man Saetningen: 

Naar p er et ulige Primtal, vil Fp{a\ saafremt a — I 
er primisk med p, kun indeholde Primfaktorer af For- 
men ap + 1, er a — 1 delelig med i?, indelioldes tillige p 
i f0rste Potens. 

En Primfektor n ^ a^ — 1 gaar tillige op i a**""^ — 1 ; nu 
er enten n — 1 primisk med j?, i hvilket Tilfselde n gaar op i 
a — 1, som er st. f. F. for a^ — 1 og o^""^ — 1, eller ogsaa er 
n — 1 delelig med jp? saa at w har Formen ap + 1. 

aP — 1 
Man faar altsaa, at F^ia) = --. foruden Primfaktorer 

af Formen «p -|- 1 kun kan indeholde Primfaktorer, som gaa op i 
a — 1 ; er en af disse P, bliver a ^ 1 (mod P), hvoraf 

Fp{a) « aP-i + o^-^ + . . . a + 1 =p {modP\ 
saa at P^^p. 

Nu er a — 1 delelig med p , altsaa a — a , p -f- 1 ? hvoraf 
folger, da p, > 3, at 

^p2(^K+aJ-^)+p, 
saa at den h^geste Potens af p, der gaar op i F^{a) er p^ 
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i— 1 
Er p et vilkaarligt Primtal og o^ — 1 primisk med 

p, indeholder F ^(a) kunPrimfaktorer af Formen a.p*-|-l, 

er dP — 1 delelig med p. indeholdes tilligep i f0rste 

Potens. 

En Primfaktor w til o^ — 1 gaar tillige op i a** * — 1. 

Her er enten n — 1 delelig med p^ eDer en hejere Potens af p, 

saa at w — a . p* -j- 1, eller ogsaa er « — 1 delelig med p^, idet 

r < A, i hvilket Tilfiaelde n gaar op i a^ — 1 , som nemlig er 

St. f. F. for a^ — 1 og a**~^ — 1, og da a^ — 1 gaar op i eller 

er lig aP^^ - 1, gaar n op i a?^"^ — 1. 

Enhver Primfektor P til i^ z. (a) «=- — i — ^ , som ikke er 

af Formen a .p^ -\- I, tilfredsstiller altsaa Kongruensen o^ " ^1, 
saa at 

(aJP^~'^) + l=p{modP), 
hvoraf P ^^ p. 

Saafremt p er et iilige Primtal, ses det som f0r, at p kun 

forekommer i f0rste Potens. 

Saafremt p « 2, er 

^««(«) - -4-7'-- = ^«'''~')' + 1 - m* + 1. 
a* — 1 

For at 2 skal gaa op i m^ + !> iJ^^ '** ^^^re ulige, og da 

m* — 1 — (m— 1) (wi + l) er delelig med 8, erm2 + l = 8^ + 2, 

saa at den li0jeste Potens af 2, der gaar op deri, er 2^ 

Specielt faar man, at enhver Faktor til 2^^ + 1 har Formen 
0.2*^*'^ + 1, en Ssetning, som kan benyttes ved Undersogelsen 
af, om 2^^ + 1 er et Primtal. Som en Anvendelse skal mider- 
S0ges 2^* -r 1 . 

2^* + 1 ^^^h saafremt det ikke er et Primtal, Primfaktorer af 
Formen 64« +• 1, og man beh0ver kun at gj0re Pr0ve med Primtal 
< 66537. 

De fitt'ste af disse ere 
193, 257, 449, 641, 769, 1153, 1237, 1409, 1601,2113,2689 ... 
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Pi0ven viser, at 641 gaax op i 2*^ +1? de 0vrige Primfaktorer 

2^*+ 1 
maa da tillige gaa op i — -— — = 6700417, hvor Pr0ven kun be- 

h0ver at fortsaettes til 2689. Da intet af de 11 Tal gaar op i 
6700417, har man 2^* -|- 1 opl0st i sine Primfaktorer, eaaledes 
641 . 6700417 i). 

8. Idet t er et vilkaarligt helt Tal, vil Ff{a) forr 
uden Primfaktorer af Formen a*-[-l kan kunne inde- 
holde en Primfaktor p, i f0rste Potens, naar denne 

gaar op i a^^ — 1 og j?, — 1 er delelig med de 0vrige 

Primfaktorer i /. 

J. J. 

-, idet M er m. f. M. for a^^ — 1, a^^ — 1 . . . 



vaere et Multiplum af F^{a); da endvidere 





J)^ FtW^ 


a* 1 
M 


t 


-1, 


^ t 


1 

V8 






a*' 


1 


t 


-1 

1 




1 

-1 ' 
1 



, idet 6 .-= a^i , vil dette (i F0lge S8Bt- 



ningen i 7) og f0lgelig ogsaa F^ (a) foruden Primfaktorer af Formen 
cc .2?!^ + 1 kun kunne indeholde en Primfaktor p^ i f0r8te Potens. 
Analogt indses, at enhver Primfaktor F til jF^(a) foruden Prim- 
fiaktorerne ^,, p^ . . .|?^ har Formen fi . j?^2 + 1, ^^ . j?^3 _j- i . . .^ 
saa at P — 1 er delelig med p^i, jjja . . . p^n^ altsaa med f, hvor- 
ved P fear Formen a^ + 1- 

Antages endvidere, at p, gaar op i -F^(a), og erindres at 

Ft(a) - Fa.nia) ""^^ 1! , idet n^p«» .p"," ... p^n, fear 

Fpi^i ) 

man, at j), gaar op i Br0kens Taeller, saa at, da j), er primisk med 
n, jPi maa have Formen an + 1, hvormed Ssetningen er bevist. 



^) Samme Fremgangsmaade er anvendt af Euler, som tillige har aDgivet 
hgnende SaBtniDger. 8e Legend re: Theorie des nombres 2 partie § 5. 
Pag. 222 eller Schwarz: Elemente der Zahlentheorie. Pag. 128. 
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Man kan endvidQre angiYe den n0dyendige og tilstraekkelige 
Betingelse for, at Ff{a) er delelig med p^. 



Saetter man som tidligere b ^== €^^^*"'^n^ da maa p^ gaa op i 
lfPtP^*"Pn — 1. Lad os nu antage, at m er det mindste hele Tal, 
for hvilket h^ — 1 er delelig med Pi] m gaar da enten op i eller 
er lig ;?2 Ps • • 'l^n' ^S Betingelsen for, at 6* — 1 er delelig med 
p I , bliver at k^=^m .k^, 

Saafremt nu m — i?2 -Pz " -Pr-i ^*^ "^^"^ ^ F0lge Saetningen i 6, 

Tager man nu en af Faktoreme F^ (6*), og udvikles denne i et 
Produkt af Faktorer, er den eneste af disse, hvori p^ gaar op, 
18, m — 2, da Exponenten skal vjere delelig med m. 

Heraf folger, at Betingelsen for, at F^{a) er delelig med p^^ 
er at, idet b'"^ =^ c, 

y^iPr+l "Pn_ i\ U?i Pr+l • • • Pn—% 2) . . . 

er delelig med p,. 

Da c ^ 1, ville efter Bortdivision med c — 1 af Faktoreme i 
Taslleren og i Naevneren, de af Tallene, livis Exponent er primisk med 
jPj selv vaere primiske med jj^, medens de, hvis Exponent er delelig 
med j}p selv ville vaeredelelige med j?, i f0rste Potens, og da der af 

saadanne, naar undtages Tilfseldet J?f-Li •Jp^j-2 •••i^n*^ ^' findes 
lige mange i Taeller og i Naevner, vil j?i kun gaa op i a* — 1, 

naar p^^ , p^^^ • • • JPn =* 1- 

Besultatet er da: 

Naar jpj = ap2Pi - - 'Pn + ^j ^^ ^®^ mindste Yaerdi af 
a', som tilfredsstiller Kongruensen 

6*^ 1 {modp^) 
^^ PiPs'-'Pw Oliver Fp,p,...p^(J>)^Ft(^) delelig medj?,, 
ellers ikke. ') (Fortsrottes). 

^) Betingelsen bliver altsaa, at a skal hore til Exponenten^««j?j8...j?^ 
for Primtallet 2>x' 
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ET THEOREM OM DEN HOMOGENE LINEJJRE DIFFE 
RENTIALLIGNING AF 2HH ORDEN. 
(af p. Foldbeeg). 



Lad yj og 1/2 vsere to partikulaere Jntegraler i den homogene 
lineaere Differentialligning 

y" ^Py' + Qy. (1) 

Man liar da de to Identiteter 

hvoraf y , y*{ — y^ y*( = P{y^ y\ — y^ y\) 

og heraf atter ved Division med y^y'^ — y^y\ o& Integration 

, , \Pdx fc%\ 

yi2/2 — 2/2. Vi == ^« • (2) 

Denne Ligning er ret vigtig; den kan benyttes til at finde dot ene 
partikulaere Integral, naar man kjender det andet, eller til at finde 
de partikidsBre Integraler, naar der er givet en Relation mellem dem. 

Er yx — /(j/s), altsaa y\ =-f*{y2)yi^ 

Mver (2) 

2^2 [/(2/2)—/ (2/2)^2] = c&^^, 
livoraf ved Integration 

\Uiy2)-'fiy^2)y'Ady2--\ce^^^''dx, (3) 

Man kunde imidlertid finde y^ paa en anden Maade. Ved videre 
Differentiation af den givne Ligning y^ ^^fiy^) faas 

y','-/(y2)j'2+/"(j/2)W- 

Indsaettes dette samt Udtrykkene for y^ og y\ i den f0rste af 
ovenstaaende Identiteter, bliver denne 

f'(y^) Vi +/' (2/2) • (y'«)* = Pfiy^) y'^ + Q/Cy*)- 

Multipliceres den anden af Identiteterne med /' (2/2) og subtraheres 
d&a denne, faar man 

/' (y*) (y'»)* --= Q [/(y2) - 2/2/ (y,)], 

hvoraf 

V. Bookko. 4. Aargaiig. 6 
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dy-. 



f^y-t^ — yJ'^y-i) 



f" (y.) 

Ted imellem (3) og (4) at eliininere 2/2 feas en Relation imellem 
P og Q, der angiver Betingelsen for, at 2 partikulaere Integraler i (1) 
staa i Relationen y, ^-fiy^)- Ei' denne opfyldt, findes y.^ af (3) , 
eller (4), y^ er da ogsaa bestemt, og derved den primitive Ligning. 
Er saaledes * 2/1 ==' yH'i 

giver (3) -^^ ~~- — =« c \ e'' aa;. 

m -|- 1 ^ 

(4) giver efter en ^ndring 



Si, 



±SV- 

Yed Elimination af ^2 niellem disse faar man 



2/2 =- c, e " ^* 



a.i^*4._i=5#+.«**"+"SV-5'^ 






l-f-wi 

Denne Ligning differentieres , derpaa tages Logarithmen, demaest 
differentieres atter og rednceres, og man faar 

p=+(-+i)y-i+^. 

staa Koefficienterne i Differentialligningetf 

y" = Py' + Qy 
i denne Relation til hinanden, saa staa de partikulaere 

Integraler i Relationen y^ — y^, og y.^ = e ^ , 

altsaa den primitive Ligning 



±sv-«- . ±«SV^-| 



dx 



y^c^e'' ^ -{-c^j e 



Specielt ses f or w — — 1, at naar P=« j^, saa er den primi- 



tive Ligning 



2,„c,eS^'*^ + c,e-5^«*", 



hvis Q er positiv, men 

y'^c^ cos J V^ — Qdx-{- C2 sin J 1/ — Q dx, 
hvis Q er negativ. 
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EXAMENSOPGAVER. 



Adgangsexamen til poiyteknisk Lsreanstalt 1886. 

1. I) Der 0nske8 konstrueret en Trekant ABQ hvor Siden c, 
H0jden paa samme h og Forlioldet mellem de to andre Sider a og ^ 
b ere givne. 

n) Der 0n8kes konstrueret en Trekant ABC^ hvor Siden c og 

H0jden paa samme h ere givne, og hvor Forholdet -r- er saa stort 

som mnligt. 

in) Der 0nBkes konstrueret en Trekant ABC, hvor Forholdet 

-,— og Hjajden paa den tredie Side h ere givne, og hvor Siden c 

er saa lille som mnligt. 

Opl. I) Naar man gaai* ud fra Siden AB == c, bestemmes 
Yinkelspidsen C som Skjaeringspunkt mellem en ret Linie parallel 
med AB og en Cirkel, hvori en Diameter EF deles harmonisk 
af A og B. Der er 2, 1 eller ingen Opl0sning. 

I de i Opgaveme II) og III) omspurgte Grsensetilfeelde skulle 
de to geometriske Steder ber0re hinanden, og man finder, at Cirk- 
lens Radius bliver lige stor med h, 

Cirklens Centrum maa da i 11 bestemmes saaledes, at 
OA . OB == /i^. Det kan da bestemmes ved en Cirkel om Midt- 
punktet af AB som Centrum, der gaar gjennem Endepunktet O 
af en paa AB vinkelret Linie AO — h, Af dennes Skjserings- 
pnnkter med AB vselges det, som ligger naermest ved A, 

I in vil ^Tri = — t5t^ '= + — og EF^=2h vsere bekjendte. 
BE BF — a ^ ^ 

Den f0rste Relation giver en Figur ligedannet med den s0gte, hvor- 

efter EF^2h indf0res. 

2. I en Trekant ere Sideme opgivne 

a — ]/2fil75\ b «= /l,0256', c -= VOfibfb'; 
find Trekantens Vinkler ogAreal; endvidere Yinkleme i og Arealet 
af den Trekant, som til Sider har den givne Trekants Medianer, 

6* 



.84 

og endelig Vinkleme i og Arealet af den Trekant, som til Medianer 

har den givne Trekants Sider. 

OpL Vinkleme bestemmes lettest ved deres coss. En fem- 

cifret Tavle giver da 

A = 90« 59' 40'', 

B = 45<' 28' 1(4)", 

C = 43« 32' 1(0)". 

Endvidere er T = -^ 6c sin A = 0,49640 Q'. (Paa Grund af A's 

Nserlied ved 90^ giver dette Udtryk en n0jagtigere Bestemmelse 
end de analoge). 

Medianeme bestemmes ved 

ml ==-- -^ (262 -I- 2c2 — a2) = 0,4871(75), 
ml -« -1 (2c' + 2a'' — h^) =- 1,2311, 

m? = i- (2a'^ + 26'^ — c'^) -= 1,2821(76). 

Yinkleme bestemmes demaBst som i den f0rste Trekant og blive 

A.{mf,mc) =- 36« 15' 40", 

Z_ (m^m^ == 700 5. 2(9)", 

Z. (m^»w^) ■= 730 38' 48". 
Arealet kunde bestemmes som Arealet T af den forrige Trekant, 
men er for 0vrigt if0lge Jul. Petersen Methoder og Theorier S. 57 

Hg med -|- T = 0,37165 D'- 

Den paa det nys anforte Sted udf0rte Konstruktion viser end- 
videre, at den tredie omspurgte Trekant er ligedannet med den 

4 

anden i det linesere Forhold — -. Dette vilde ogsaa faas ved Reg- 

o 

ning, idet, naar d, e og f ere Sider i Trekanteme med Medianer 

a, 6, c, Ligningerne 

4:a' =- 2e^ + 2p — d\ 

462 _ 2/2 + 2^2 _ e2,. 

4c2 =^ 2^2 _}. 2e2 _/2, 

4 16 

give d^ ^^ (262 -I- 2c2 — a'') = ^ m^ 0. s. v. 
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Den sidste Trekants Areal bliver -^ T ^ 0,66053 D'- 

o 

3.' Hvilken Vserdi maa man give a, near ligningerne: 

(2 -\- a) X -\' ay + hz ^ 6, 

(3 — a) a; — 4y + 3;S' 1, 

aa; -|- y -}- (a + 3) 2' = 6 — 1, 

enten ikke skulle knnne tilfredsstilles af endelige Yaerdier af x^ 

y og z eller tdlfredsstilles af uendelig mange saadanne? 

For hver enkelt af de fundne Yaerdier af a proves dor, hvor 

vidt x^ y og Zy eller nogen enkelt af disse St0rrelser, blive nbe- 

stemte for alle Yaerdier af h eUer for bestemte Yaerdier af denne 

St0rrelse, og der g30res Eede for de dertil svarende Beskaffenheder 

af ligningerne. 

Naar & == 4, medens a er vilkaarlig, 0nskes Udtrykkene for x^ 

f/ og z forkortede saa meget som muligt [NB. Yed den foregaaende 

Unders0gelse er det n0dvendigt at bruge de nforkortede Udtryk.] 

Opl Ligningerne give 

X . _ y _ 

2 + a & 5 

3 — a —1 3 
a ft— 1 a+3 



b 


a 5 




— 1 


-4 3 




b 1 


1 a + 3 










z 






2 + c 


I a 






3 ( 


I — 






a 


1 





1 




2 + a 


a 


5 


3 — a 


— 4 


3 


a 


1 


a+ 3 



b 

- 1 
6 — 1 

Betingelsen for, at disse Yaerdier af Xt y og z skulle vaere uendelige 
eller nbestemte, er, at den sidste Determinant, som vi viUe kalde Z), 
er Nnl, eUer 

2 a 5 





2 + a 


= 


3 — a 




a 


— 


(a + 1) 



a 

— 4 
1 


— 1 




5 




1 


3 


= («+!) 


+ 3 




— 8 


11 




— 4 


3 


— { 


3 


a + 6 





-4 3 
1 a + 3 



(a + 1) 



o — 8 
— 3 



11 

a + 6 



-= (a + 1) (a* — 2a — 16) — (a + 1) (a — 5) (a + 3). 
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Den f0r8te Eeduktion er funden ved, at a -}- 1 er Faktor i 
de Elementer, som dannes ved Addition af de to f0rste Filler. 
(Den, som ikke finder en saadan Rednktion, kan udregne Deter- 
minanten og demaest paa saBdvanlig Maade bestemme de rationale 
R0dder 1 en Ligning at 3die Grad). 

a = — 1 g30r de to f0r8te Filler i D identiske. Den giver 

x=^ oo^ y = cc, 2^ = ---, med mindre b bestemmes saaledes, at 

ogsaa TeDlleme i x og y forsvinde. Dette sker for & = 4. Iden- 
titeten af de to Filler gj0r, at de tre Ligninger kun indeholde de 
to ubekjendte x — y og z, & «= 4 bliver Betingelsen for, at den 

ene af disse skal kunne udledes af de 2 andre. At for & 4 en 

vilkaarlig Yserdi af 2^ i Forbindelse med x =« co, ^ «« co kan til- 
fredsstille alle tre Ligninger, beror paa, at den ubestemte Yaerdi 
af a; — y^ da kan antages forskjellig i hver af disse. 

For a =- 5 faas for alle YaBrdier af 6 , de ubestemte V»rdier 
re = -^, y ^= -FTi ^ "^ ~K' ^®* ^®® ogsaa, at den tredie Ligning i 

dette Tilfselde dannes ved Addition af de to f0rste. 

For a = — 3 faas i Almindelighed uendelige Yserdier for x, 
y og z; men for 6 = 2 blive de aUe ubestemte. Den Sdie Ligning 
multipliceret med 11 fremkommer i dette Tilfaelde som Differens 
mellem f0rste multipliceret med 3 og anden multipliceret med 5. 

Af det her viste ses, at a — 6 for alle Yserdier af b er fselles 
Faktor for alle 4 Determinanter, og at for 6 = 4 a + 1 ogsaa er 
det. Da Determinanterne med Undtagelse af D aUe ere af anden 
Grad i a, blive deres Faktorer til (a -[- 1) (a — 5) Koefficienterne 
til a^, som let lade sig bestemme sasrskilt ved Udeladelse af de 
Led, som ikke indeholde a ; man finder altsaa for 6 =» 4 

T ~ T '^ Y ^ cT+S' 

4. Tangenten i et Funkt A af en Hyperbel antages at skjsere 
Asymptoteme i B og C, Hyperblens Centrum kaldes 0. Det 
0nskes bevist, at Froduktet af JB's og C's Afstande fra en bevaegelig 
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Tangent staar i et konstant Forhold til Produktet af A's og O's 
Afstande £ra samme. 

Opl. Tages Hyperblens Axer til Koordinataxer og kaldes 
Soordinaterne til den bevaegelige Tangents R0ringspunkter ^ og ^, 
og Koordinateme til A, B og C henholdsvis a:,y,, x^y^^ x^y^^ 
bliver det sfi^e Forhold / bestemt ved 



/ = 






hvor a og b betegne Halvaxeme. 

Ved Hjselp af Asymptotemes og Tangentens Ligninger £fias 
endvidere 



X2 y2 1 




a Xy 

a 


b 


?^3 2/3 


1 


a h Xi 

a 


1 ^' 



Ted Indssettelse heraf faas 

J, \a b a b /\a ~^ h a b / 

V a^ 62 V 

eller idet baade (J, iy) og (x,, ?/,) ligge paa Hyperblen, 

V a2 6'^ V 



Skolelaererexamen, Maj 1886. 

Regneopgave Nr. 1. (3 Timer). Der kj0bes i Stettin 
2 Ladninger Rug, den ene paa 633^ Hektoliter til en Pris af 
124 Reichsmark for 11 1 Hektoliter, den anden paa 516f Hektol. 
til 35 Rmk. for 3 J Hektol. Fragten betales med ialt 498 Kr. 
40 0re. Under Yejs hertil svinde begge Ladninger, men saaledes, 
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at Forholdet mellem deres St0]TeIse bliver uforandret, og af det, 
der er tilbage, saelges strax -^^ af f0rste Ladning og ^^ af anden 
saaledes, at der for det gidste Parti faas 1 £r.- mere pr. Tonde 
end for det f0r8te. Resten af Rugen oplsegges i Pakhns, hvor den 
endvidere svinder l| pCt Derefter er der 633 1*5 Tjemde tilbage, 
som ssBlges under et for 16,80 Er. pr. T0nde. Naar der i Pakhns- 
leje betales 107,88 Er., og liele Udsalgsprisen for begge Ladninger 
ndgj0r 12,938 Er. 88 0re, saa sperges: 

I. Hvor mange Procent af Indkjobspris med Fragt udg]0r 
Fortjenesten? 

n. Hvor mange Procent svandt hver Ladning under Yejs? 

in. Hvad fik man i Udsalg for 1 T0nde af hvert af de f0r8t 
solgte Partier? 

(1 Hektoliter = 103| danske Potter; 1 T0nde == 144 Potter; 
1 Reichsmark — 88| 0re). 



633| 



Opl. 
124 Rmk. 



5162 



Hi 

35 
'•3J 



-- 6613J Rmk. 



4666 1 



11280. 



88| 0. ^ 
100 

Fragt 



10001 Er. 60 0. 
498 — 40 - 



10500 Er. 



11280 Rmk. 
12938,88 — 107,88 — 10500 =- 2331 ; 

103A 



(633^ 



616|) . 



'T 



144 



2331 . 100 
10500 



S26j% Td. 



- 22^ pCt. 



38.^ 



15 
19 



31 ?^ 



644 Td.; 633 J : 516| =- 38 : 31. 
15 : 13 ; i| . 644 Tdr. = 345 Tdr. 



28 

13 ft.. 



299 



345 . ^ — 437 

15 



Td. 



299.|| = 356i - 
26 

793 J Td. 



100 . (826T^g — 793^) 
826t\ 



4F€t 
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(437 — 345) . X + (366i — 299) (a; + 1) = 

12938,88 — 633 1^3 . 16,80 -= 2300 

cc = 15; a; -|- 1 — 16 Kr. 

Eegneopgave Nr. 2. (2 Timer). 1. Januar 1886 udssetter 
A 4000 Kr. til 5| pCt. p. A. og B samtidig dermed 6000 Kr. til 
5 pCt. p. A., alt Rente af Rente, men A. for0ger hvert f0lgende 
Aars 1. Januar sin Kapital med 300 Kr. 

I. Hvor meget ejer A den 31. December 1899? 

n. Hvis A af sine Penge kun fik 5 pCt. p. A. Uge som B^ 
hvor laenge vilde det da vare, inden de ejede lige meget? 

I Besvarelsen maa angives, hvilken Logarithmetavle der er 
brugt. 

Opl. I. x^ 4000 . 1,05375»* -= 8325,67, 

2^ = 300 . l,05376i« -[-.... 300 . 1,^5375 -= 

300 . 1,05375 (l,05375i» - 1) ^^^^ ^^ 
__-y__ -^ » 5735,62, 

8325,67 + 5735,62 = 14061,29. 
n. 6000.1,05^ = 4000.1,05^ + 300.1,05^-1 + ...300.1,05, 

2000 . 1,05^ ^ 3^ 00. 1,05 (1,05^--^ -^1) _ ^^^^ _ ^ 

0,05 ' 

1,05^ = 1,575; x «= 9,31 Aar. 

Regneopgave Nr. 3. (2 Timer). To Kvadrater abed og 
cdef have Siden cd faelles. Der tegnes en Cirkelbue hf med d 
som Centrum, en Bue ae med c som Centrum, og 2 Buer ab og 
ej\ hver med Centrum i det naermest liggende Kvadrats Midtpunkt 
(Mellem hver 2 af de givne Punkter kan der tegnes 2 Cirkelbuer; 
her menes i hvert TiKselde den mindste). 

I. Hvis Kvadratsiden er 4,2 Fod, hvor stort bliver da 

Arealet af den hele Oval? 
n. Hvis Ovalens Omkreds er 30 Fod, hvor stort er da 

Kvadratsiden? 
III. Hvis der til Ovalen fjajes 4 halvmaanedannede Figurer 
ved, at der udenom den tegnes 4 Halvcirkler, nemlig 
hf med Centrum i c, ae med Centrum i 6?, a6 og ef 
med Centrer henholdsvis i Midtpunkteme af ah og efy 



90 

hvilket Forhold bliver der da mellem 1 Kvadrats Areal 
og hver af disse af 2 Cirkelbuer begrsensede Figurers? 
(/r = m. 
Besrarelsen maa ved hver Opgave gives saa ud^lig, at Frem- 
gangsmaaden tydelig ses. 

Opl. L bd^ 4,2 V2, ao =» 2,1 \/2. 

At. = (4,2 ^'2)* . y . ~ . 2 -(- (2,1 \'2)' . ?^ . 1 . 2 - (2,1 v'2)* 

= 60,48. 
ir. 6/-!-/^ _=15; hf= 10. 

2 s V'2 . ;r — 40, s ^^ ' "^ , =- 4,5. 

22.2V2 



j„ s^n /I . ,/5,„ (sV2)*\ 



S*7r 



2 



_ / -1 s* TT — s*) — 6* ; s^* : s* = 1. 



I^vadrat 4 

Fiffurernes Forhold = 4:1, altsaa . .. , — =—^ == -7-. 

raiudste Halvmaane 1 

Geo Diet risk Tegning. j; Midt paa Papiret tegnes 

et Kvadrat rned Siden 5 n, Sidernes Midtpunkter forbindes med 
Yinkelspidseme ved 8 — punkterede — rette Linier. Af de 
derved opstaaede Skjaeringspiinkter bruges de 8 inderste til Centrer, 
hvert for en — kraftig trukket — Oirkelbue, der r0rer de to 
Centret naermeste Forbindelseslinier, og den trsekkes knn mellem 
B0ringspiinkteme og ind mod Kvadratets Midtpunkt for de 4 Buers 
Yedkommende, hvis Centrer hvert er det af de 8 Pimkter, der er 
nsermest ved en af Kvadratets Sider, medens de 4 andre — hvis 
Centrer betegnes ved a — vende bort tra Kvadratets Midtpunkt. 
Koncentrisk med de 4 f0rste Buer tegnes — ogsaa indad — 
4 Buer, hvoraf hver forbinder de to naermeste Punkter a. Endelig 
tegnes der en — kraftig trukket — Cirkel med Centrum i Kva- 
dratets Midtpunkt og som r0rer en af de sidst omtalte Buer, og 
til denne Cirkel tegnes Tangenter fi'a hvert Punkt a indtil E0Eings- 
punktet. 

Alle de Linier, hvis Optraekning hidtil ikke er omtalt, traakkes 
med en tynd, fiild (0: ikke punkteret) Linie. 
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Projektionstegning. I den vandrette Billedplan tegnes 
et Kvadrat K med Siden lig \ af Tegnepapirets korteste Side, 
saaledes at den ene Diagonal i Kvadratet danner en Vinkel paa 
60^ med Gnindlinien (Projektionsaxen). I hver af dette Kvadrats 
Tinkelspidser hviler — paa Spidsen — en regelmsessig firsidet 
Pyramide, hvis lodrette. H0ide er lig Diagonaden i Grundfladens 
Xvadrat, medens dettes Side er parallel med eg halv saa stor som 
JT's Side. Paa de 4 Pyramiders Gmndflader staar en ret Kegle, 
hvis forlaengede Axe trasffer K'% Midtpunkt; Keglens H0jde er lig 
Eadius i dens Gnmdflade eg lig den lialve Diagonal i JST. — Dog 
er Keglens Spids borttaget ved en Kngle med Centrum i Keglens 
Toppimkt og med Eadius lig \ af Keglens Sidelinie (Skjaerings- 
linien er en vandret Cirkel). 

Kugle og Kegle skjseres med en Plan gjennem Kuglecentret 
og en Diagonal i K, 



L0SNING AF OPGA VERNE 316, 526 OG 532. 



316. 4 Kanter i et Tetraeder, hvoraf ikke 3 ligge 
i samme Sideflade, ere givne. Hvorledes maa Tetra- 
edret forovrigt bestemmes, naar dets Rumfang skal 
vaere saa stort som muligt? I hvilke Tilfaelde kunne 
Tetraedrets 0vrige Stykker bestemmes ved Passer og 
Lineal? 

Lad de fire givne Kanter vsere a, 6, c og cZ, saaledes at a og 
c, 6 og d ere modstaaende, de manglende Kanter ere a? og y. 

Da er, if0lge Ramus: Elementaer Geometri Side 245. n., 
idet Yolumen er v, med den der brugte Betegnelse, 

lAAv"- + F {x, c, 6, a, d, y) = 0. 

X og y bestemmes da, saa at v er Maximum, af -r- ==» og ^-~ =" ^) 

hvilket giver Ligningeme 

2 a;2y2 + j/4 _ y^ (^2 ^ ^2 ^ c2 + d*) 4- {c' —d^) (b^—a'') -= 0, 

2 x'^y^ +rz;* — x^ (a^ J^b^ + c^ + d^) + (a^ — d*) {6« — c^) — 0. 
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Elimination af y giver 
3 .7;« — 4 (a* +62 ^^2 4-d») a?« + wo;* — (a^ — d^) (6^ --c2)-0, 
hvor m — (a2 — d2)2 + (Ja — c'^y + 4 (a'-^ + d'^) {b^ + (J^). 

For at denne Ligning skal kunne l08es ved Evadratrod, maa 
(a- — d^) (b^—c^) — 0, da man ikke kan have a^+b'^ +c^+d^ -0; 
Betingelsen for, at saavel x som y kunne udtrykkes ved Evadratr 
r0dder, altsaa konstrueres ved Passer og Lineal, er saaledes 
(a2 — d2) (ft2 _ c2) _ og (a2 — 6*) (c^ — d'^) — 0, 

altsaa at tre af de givne Kanter ere lige store. 

Er i det specielle Tilfeelde a «» 6 = c, faar man 

(A. S. Bang). 
526. Bevisa att 

/j==-ao 4 

(Frans de Brun). 

Naar man anvender Formlen 

. „ Ssin X — sin 3 x 

sin^ X «* -. , 

4 

viser det sig, at 

2 3^ 8in^ 3-^x^^ (3^* sin 3-^ x—S"- (^+0 sin sH-i a?), 

som for fe = cc , Z =^ CO forelobig bliver ubestemt. 

Betegnes de af sin 3"~^ x og 3""'^* afledede Funktioner af k 
henholdsvis ved F* (k) og /' (Zc), faas 

-TT-jf'- ^-^ X COS 3 ^ X. som giver ,r-/ , « ar. 



Altsaa 



2 "^ S^sin^^-^x^^. 



(K Lund). 



') Ogsaa l08t af P. Foldberg, A. S. Bang og J. L. W. V. Jensen, sotD. 
bemaerker, at JR«ekken kun er konvergent for x reel. 
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532. At bestemme de Cirkler, med Hensyn til 
hvilke et forelagt Eeglesnit er sin egen reciproke 
Polartigur. 

Keglesnittet K^s reciproke Kurve K^ og dets Fodpunktskurve 
med Cirklens Centrum C som Pol ere inverse Kurver, idet Cirklen 
er Inversionseirkel. Til Bestemmelsen af C benyttes derfor kun 
den Betingelse, at K^ skal veere ligedannet med K. Da der til 
Tangenter fra C til det ene Keglesnit svarer uendelig fjerne 
Punkter i det reciproke, maa C ved Parablen ligge paa begge 
Knrver, og den givne bliver dets geometriske Sted. Ved Ellipsen 
maa C ligge indenfor, ved Hyperblen iidenfor Kurvens Konkavitet. 
Det ses endvidere, at Parablen ^,'s Tangent i C er vinkelret paa 
K'h Axe, medens Diametren falder paa Forlsengelsen af IOq Normal, 
hvoraf f0lger, at K^ faas ved at omlsegge K saaledes, at Normalen 
i C falder udad Diametrens Forlaengelse og onivendt. Lad K have 
Ligningen y^ -=*i>a?, Normalen i C skjsere jST i et Pimkt B med 
Ordinaten y,. C har Koordinaterne m og /?, og Tangenten danner 
Yinklen y med Axen. Man har da, idet i2 er Cirklens Eadius, 

2^2 =^ ^^i ^ Q^ ^^ ^,1 (^ — 2/,) . sec y, 

— (w 4" ^i) ®r Ordinaten til E0ringspunktet for en Tangent parallel 
med CB, altsaa haves 7 -= 

og B'^ = ml 2/2 +^) 'Secy)=^ 2 Im 4- ^) ,n sec y, 

hvoraf ses, at Cirklens Eadius er mellemproportional mellem den 
dobbelte Brsendstraale og Normalen til Centret. 

Yed Ellipse og Hyperbel tages Axeme (2a og 2h) til Koor- 
dinataxer. Idet d betegner Afstanden fra Punktet (w, n) til en 
Tangent, a dens Yinkel med Abscisseaxen, har man 

d — Va^ cos^ cc + b'^ sin^ a — {m .cos a-\- n . sin a), 
der, med d og a som Koordinater, er den polsere Ligning for 

Fodpunktkurven til Polen (m, n). SsBttes d = — ;- og demaest 

rcos a = X, r sin a «- t/, faas Ligningen for 5", 
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(a2-m')ic2 + {bl-'n^)y^-'2mnxy—2B''mx—2R^ny—R* =0, (1) 
hvor 6J «= +6*. Er JT, ligedannet med Jf, maa man have 

eUer a^ 62 (^2 ^ ^2^2 _ (^4 _ j4) (^2^2 ::p ^2 „s)^ (2) 

der, med m og n som l0bende Koordinater, er Ligningen for Cs 
geometriske Sted. Indf0relse af polaBre Koordinater viser, at Kurven 
ved EUipsen er den inverse Kiirve til den Hyperbel, der har de 
samme Axer som EUipsen; omvendt for Hyperblen. Herved be- 
stemmes Figuren. Ved EUipsen ligner den Lemniskaten. Ved 
Hyperblen viser (1) og (2), at eftersom 

( en Oval. 



> 

a — b faas { Centrum. 

I intet reelt Punkt. 



Men det maa endnu vises, at, naar C ligger paa Ovalen, Ki ikke 
er ligedannet med ^'s konjugerede Hyperbel. Dette ses saaledes: 
En Ldnie, der i C oprejses vinkelret paa en af T^ngenteme fra 6\ 
maa altid skjsere K, Til Skjaeringspunktet svarer en Tangent til 
iT,, der staar vinkelret paa en Asymptote, saa at E0ring8piinktet 
falder i den mindste Asymptotevinkel. 

For at bestemme JB drages Diametren CO s^serende K i A 
og B] man ser da let, at naar K bringes til at daekke iip falde 
Tangenteme i A og B paa disse Punkters tUsvarende Tangenter 
tU K^ ; lad disse skjaere AB i J.^ og JS,, man har da 

CA CB 
R- =« AC .CB.sina-^ ^ . ' ^ ., . ai, 

OA . OA* 

hvor a er Vinklen meUem OA og dens konjugerede Halvdiameter 

OA'. TU Centret svarer JB* ^ ab. 

(N. Mads en.) 

^) I ADledoiog af eu af Er. Madsen iudsendt L0SuiDg af Opgave 507 be- 
mserkes, at deDne Opgavo allcredc er l0st i Aarg. 1883. S. 191. Lige- 
lodes er i Fortegnolsen over ulosto Opgaver fejlagtig medtagne Nr. 496 
og 497, som findes ]0ste i samme Aarg. 8. 87 og 88, samt 378, 495 og 
518, Bom ere Ifiste S. 121 i Aai'g. 1885. Nr. 260 er l0st i en Afhandling 
S. 154 (se Anm.) i Aarg. 1878. (Red.) 
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OPGAVER TIL L0SNING. 



533. Bevis at den uendelige Baekke 

, . a.b a(a + l).ft(6 + l) 

"^ [1] (a — 6 — 1) "*" [2] (a — 6 — 1) (a — 6 — 2) "^ 

a(o+l)(a + 2).&(6 + l)(6 + 2) , 

-f- . . » 



[3] (a — 6 — 1) (a — 6 — 2) (a — 6 — 3) 
er konvergent, naar clen reelle Del af a er < 1, og da kan 
STimmeres ved 

r(i + ^).rii+b-a) 

■ ■■- -^-, mm ^ ■■ II ■ ^ - ^l^.■l■^ ■ • 

r(i + y-a).r(i + 6) 

?? antages vilkaarlig. 

(J. L. W. V. Jensen). 

534. Find Vserdien af det bestemte Integral 

tgede 



\ 



a 
7 



%atgO 1 

0^ -1 



(J. L. W. V. Jensen). 



535. Slimmer de uendelige konvergente Raekker 



^12 

v=l r 



m(2i.7r^) 



GO ^_ ;iy-l ^ Z„ 

Og -^ COS ■ " ^ - — 

v=l V 



hvor j? er et helt Tal. 



(J. L. W. V. Jensen). 

r 1 4- V'S 

536. Bevis, at y— =« — ^— — har Konvergenteme 

1, v/3, f/4, \/7, v/il, \/l8, . . . . V^:^ . . . ., 
idet P^ — P^_2 + ^n-l- (Edvard Zeuthen). 

537. Find Summen af Hsekken 

0. S. V. 

(Thiele). 



■• 
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538. Find V^rdien af 






ctr, 



2P*— P(P)2 f P2P' 

hvor P er en hvilken som heist Funktion af a:, P*, P*' og P" 

dens iBte, 2den og 3die afledede Funktion. 

(P. Foldberg). 

539. Idet Xj y og z betegne et bevsBgeligt Punkts A&tande 
ira tre faaite Punkter, onskes — ad elementser Yej — bestemt de 
fire Punkter, der svare til Minimum af x -{- y + Z] x^ -{-y^ +z^. 

(N. Mad sen). 

540. Givet to Punkter, A og P, og to rette linier, M og N. 

Man skal konstruere en Cirkel, der gaar gjennem A og skjserer 

3/ i X, N i Y, saaledes, at XT gaar gjennem P, hvorJ5a tillige 

Radius til X ses imder en given Yinkel. 

(K Mads en). 



OPGAVER TIL BRUG VED UNDERVISNINGEN. 



65. En Cirkel er given ved sit Centrum og en Tangent. 
Man skal fra et givet Punkt traekke Tangenter til Cirklen uden at 
benytte noget Punkt af Cirklen. 

Opl. Man benytter en Drejning om Centret. 

56. Man kjender to Cirklers Centre og en faelles Tangent 
De 3 andre faelles Tangenter skulle konstrueres uden Anvendelse 
af noget Punkt af de to Cirkler. 

Opl. Den givne Tangents og den i Forhold til Centerlinien 
dermed symmetriske Tangents Skjaeringspunkter med de to andre 
faelles Tangenter bestemmes ved Skjaering med den Cirkel, der bar 
den givne Centerlinie til Diameter. 

(R. von Fischer-Benzon). 
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OM TVER0DDER. 

(af a. S. Guldbeeg). 



1. L0sningeii af Ldgninger firembyder maaske klarere end i 
nogen anden Qren af Mathematiken Bevis for N0dYeiidigheden af 
Indf0relsen af nye Begreber, Tal og Begneoperationer. Opl0sningen 
af den simple Idgning 

n0dyendiggj0r saaledes Indforelsen af positive og negative Tal, saa- 
&emt man i ethvert Tilfselde vil have en L0sning'). 

Opl0sningen af ligningen 

ao; + 6 — 0, 
hvor a og 6 betegne hvilke som heist hele Tal, n0dvendiggj0r Ind- 
f0relsen af Br0ktal; thi hvis man ikke vil indfefre disse, lader lig- 
ningen sig kun l0se, naar a gaar op i h. 

Opl0sningen af Ligningeme 

aj2 — a = 0, x^ — a = 0, o. s. v. 
medferer N0dvendigheden af de Begneoperationer, der bensevnes 
Kvadratrod-, Knbikrod-Extraktion o. s. v. 

Opl0sningen af den kvadratiske Ligning 

a;2 + aa; + 6 — 
tvinger til Indf0relse af imaginsere og komplexe Tal af Formen 
a-^ fi y/ — 1 ; thi uden disse lader Ligningen sig ikke l0se for 
hvilke som heist Vserdier af a og 6. 

Yil man ikke ind&fre disse »t8Bnkte« Tal, saa vil Ligningen 

vsere uopl0selig, naar j- er positiv og mindre end Tallet 4. Der 

ligger i den menneskelige Aand en medf0dt Lyst til at generalisere, 
en Trang til at finde den almindelige Lov eUer Formel, der i sig 
indeslntter alle mulige Tilfaelde. Givende efter for denne aandelige 
Magt s0ger Mathematikeren at generalisere sine Formler og ledes 



^) Det positive Tal friemkommer samtidig mod det negative som dettes 
Modssdtning. 

V. RteUce. 4. Aargang. 7 
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derved til Indf0rel8en af nye Begreber, som oprindelig ikke har 
vaaret i bans Tanker. 

Som bekjendt har Abel bevist Umuligheden af at opl08e den 
almindelige* Ligning af 5te Grad og f0lgelig ogsaa Ldgninger af 
end hjagere Orad ved Hjaalp af algebraiske Funktioner, d. e. 
Fttnktioner, hvori kun forekomme Regneoperationer, der kunne ud- 
fyreB ved Hjselp af de 5 elementsere Regningsarter Addition, 
Subtraktion, Multiplikation, Division og Rodextraktion. 
Det er derfor et forgjaeves Arbejde at fors0ge paa ved Hjselp af 
saadvanlige Rod8t0rrel8er at tese almindelige Ligninger af h0jere 
Orad end 4de. 

2. Den bekjendte Mathematiker Tschirnhausen, en samtidig 
af Leibnitz, har i Acta Lipsiae for 1683 vist, hvorledes man 
bortskafifer forskjellige Led i en given Ligning. Methoden anvendt 
paa Ligningen af 5te Orad 

X^ +PlX^ +1>2^^ +1^3^^ +Pi'^+P6 =0 (1) 

bestaar i, at man ssetter 

2/ = ^o + ^1^ + (^2^^ + ^3^^ + a^x*^ (2) 

hvor ao a, o. s. v. betegne ubestemte Sl^aarelser. 

Man danner nu ^^, y^y y^ og y^^ idet man samtidig benytter 
Ligning (1) til at bortskafTe alle Potenser af x, som have en h0jere 
Exponent end 4. Man &ar da: 

y^ = Co + Ci re + C2 x^ + C3 flj* + C4 x^, 

y* = do + d,a; + (^2 ^^ + ^s ^* + ^4 ^*> 
y* «- 60 + e,aj + e^x'^ + e^x^ + ^^x^. 

Af disse 4 sidste Ligninger findes x^ x^, x^ og x^ som 4 ube- 
kjendte af 4 Ligninger af f0rste Grad. De fandne Yasrdier af 
X, x^y x^ og x*j udtrykte ved y*, y*, j/*, y* og Koefficienteme 
60, &i 0. s. v., indssettes i Ligning (2), hvorved erholdes: 

2/* +?!?/*+ QiV^ + q^y^ + q^y + ^5 == 0- (3) 

Her er g,, g, 0. s. V. hole Funktioner af de ubestemte St0rrelser 

^0 ^1 ^2 0* ^' ^M ^1 6^ ^ Is^ ^i^ ^^ Hensyn til disse 
St0rrelser, q^ af 2den Grad 0. s. v., hvilket folger af, at q^ er 
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Summen af Ligningens Redder med modsat Tegn, ^2 ^^ Summen 
af Prodnkteme af to og to af BfEdderae o. s. v. 
SsBtter man nxi 

«i — 0, ^2 =- og ^3 — 0, 
Baa reduoeres Ldgningen tQ Foimen 

y^ + Ay^B^ 0. 
Da $1 er af Ute Orad med Hensyn til a^ a, a^ a, a^^ saa 
kan man af Ligningen 9i -" finde a^ lineadrt udtrykt ved de 
fire 0vrige Steirelser. Indssdttes denne VaBrdi i de to andre Lig- 
ninger, saa bliver disse: 

«V = og gi = 0, 
hvor q'^ er en homogen hel Funktion af 2den Grad, g'g af 3die 
Orad. Nu kan en hel homogen Funktion af 2den Grad saettes 
imder Formen 

hvor /, g^ /z, k er lineaere. Denne sidste Ligning til&edsstiUes 

ved at siette 

/*-|.^2«o og 722+^2 -0, 

hvoraf felger: 

f^gV^i og h^kV^X 

som er lme«re Ligninger. Maa finder af disee to Ligninger 

a, og a2 udtrykte lineal ved a, og a^, Indflsettes de fundne 

Yaerdier for aj og aj i ff^ *» 0, eiiioldes en Tiigning 

som er af 3die Grad med Hensyn til a^ og a^. Den ene af disse 
to St0rrelser kan vselges vilkaarlig, og man finder den anden ved 
Hj8&lp af en Ligning af 3die Grad. Efter saaledes at have bestemt 
^3 og a4 erholder man ved Substitntion i de foregaaende linesere 
Ligninger ao a, as, og Ligningen, hvori y indgaar, erholder som 
f0r nsBvnt Formen: 

y^+Ay + B^Q^). 
Heraf f0lger, at den almindelige Ligning af 5te Gh:ad kan reduoeres 
til Formen 



*) Konfer Cours d'Algebre superieure par J. A. Serret tome I 
page 420 seqvent. 

7* 
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x^ + ax + b =^ 0, 
uden at den derved taber noget af sin almindelige Eaiakter. Op- 
gaven bliver nu at bestemme B0ddeme i denn6 ligning, naar 
a og b er hvilke som heist givne Tal. Dette kan i F0lge Abels 
Bevis ikke ske ved Anvendelsen af saedvanlige Rodtegn, men man 
maa indf0re en ny Funktion. Denne b0r defineres af Ligningen 
selv, naar den er bragt til sin simpleste Fonn. Da intet Led i 
Ligningen yderligere kan bortskaffes, staar kun tilbage at reducere 
de to uafhaengige Koef&denter til en. Dette sker ved at ssette 

b 

a ^' 
hvorved faas: 

fit* d^ 



eller, naar man saetter — = c, 

2/M- q/ + c — 0. 
Nogen yderligere Reduktion er umulig, og man n0des nu for at 
l0se Ligningen til at indf0re en ny Reg ne operation bestemt 
ved denne Ligning, ligesom man for at l0se Ligningen 

^5 _j. c « 
tvinges til at ud&fre den Regneoperation, som bensevnes Extraktion 
af 5te Rod. I foreliggende Tilfselde n0des man altsaa til at indf0re 
en ny Slags Rodextraktion bestemt ved Ligningen 

ic* + CO? -f- c = 

eller :; — - — — — c. 

I + X 

Man ledes herved naturlig til Indf0relsen af en ny algebraisk 
Funktion defineret ved Ligningen 



x^ 



== c. 



1 + x 
hvor c kan have en hvilken som heist reel Yserdi, positiv eller 

negativ. Yi betegne denne nye Rod ved 

n/= 

og kalde den w'te Rod af anden Orden eller Tveroden af 
n'te Grad. 



101 

3. Af Definitionen paa Tveroden af n'te Grad f0lger umid- 
delbart de to Ligninger: 

cvrr i/-T 

Enhver treleddet Ligning af Formen 

x^ + ax + h -^0 

kan nu opl0ses ved Hjsalp af nsevnte Rod. Saetter man nemlig 

b 
a ^' 

erholdes v H r y H =^ — eller — -, — = 1, 

livoraf f0lger umiddelbart 

n 






Altsaa bliver 

n 



b V g*^ 



6^ 

Udvider man Definitionen til at gj»lde ogsaa for brudden Exponent, 
saa kan enhver trinomisk Ligning l0se8 ved Hjselp af den sidste 
Fonnel. Er nemlig Ligningen 

x^ + axP -^b-^O, 

og sfiBttes x^ — a?', 

m 

saa &as: x*^ + aa?' + 6 « 0, 

hvoraf felger, naar — ssettes lig n: 

n 






6^ 
hvoraf atter x findes ved at extrahere p^te Rod. 
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Ex^mpeL Ligningen x^ — ISa; + 30 -•• kar Roden 



8 

30"\/l9» 
"^ ~ 19 r 30>' 



s 
Nuhary^T^ de3 V^rdxer -^, -^ og +-^; tin man bar: 



30^ 16' 10 

3 

19 » 19 » 

19 "" 15« . 4 ~ 302' 
16 



(-S> 



(-1-:) 



8 

193 193 

19 10« . 9 "* 30^' 

10 



(¥)' 



19* 193 



, , 19 6«.26 302' 

IndsaBttes disse 3 YaBrdier for Tveroden, findes f0lgende 3 Yaardier 
for x: 

hvilke ere de 3 R0dder i Ldgningeu. 

4. Man kan udtiykke Boden af anden Orden ved Hjaelp af 
B0dder af Iste Orden, d. e. ssedvanlige Hod8t0rrelser, idet man 
gjentager disse uendelig mange Oange. 

Setter man nemlig: 

n 



a+ay a+a'^a + aVa-f 
saa &as, idet man oph^er til n'te Potens: 



n 



x^^a + a y a + a va + a Va + — — a +ax, 



X** 



hvoraf felger — -— «* a, 

1 -}- Of 
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som stemmer med Definitionen paa Tveroden af n'te Grad. Man 

kan ved Hjselp lieraf finde en saa tilnsBrmet Yserdi, som maatte 

«/= 

0nske8, for Va. Eegningen udf0re8 simplest ved Logajritiimer '), 

fit — 
5. Den ssedvanlige BodBt0nrel8e \a kan geooftetridk lepr^ 

senteres ved Skjsering mellem den rette Linie 

y -F a 

eg Kurven y = x^] 

thi elimineres y, fiaas oc^ = a, hvoraf x == Va. 

Paa lignende Maade kan Tveroden Va geometrisk fremstilles 
Ved Skjsering meUem den rette Linie 

y — arc -I- a 
og Kurven y = x^. 

Thi elimineres 2/, faas 

x^ ^^ ax -\- ay hvoraf f0}ger x — Va. 
Kurven y^^x^ er en Art Forabel (for ««— 2 en saddvanlig Parab^t), 
hvis Form er fremstiUet i medfelgende Figurtavle Fig. 1 for n lige, i 
Fig. 2 for n idige. Man kan bemserke, at Fig. 2 gaar over i Fig. 1, naar 
den nedadgaaende Kurvegren drejes 180* om den negative X-Axe. 
Drages en Linie AB # X-Axen i Afistanden OC — a, saa er i Fig. 1 

%^BC AC. 

Linien PE, der skjserer Y-Axen i A&tanden OC'^a fra Koordi- 
natemes Begyndelsespunkt og gaar gjennem Punktet P, hvor 
OP =— — 1, har Ligningen y — aa: -[- a. F0lgelig er FD og EO^ 
Abscisseme for Liniens Skjeeringspmikter med Kurven, de 2 reeUe 

Vserdier for Va. 

n — **/— 

I Fig. 2 er paa lignende Maade va *^ BC og k a =* JSG, 

idet her de rette Linier kun skisere Kurven i et Punkt. Det be- 

maerkes, at naar a naermer sig 0, vil Va nsenne sig til Grsensen 
V a, idet Skraalinien y ^^ ax + a i saa Fald gaar over i en hori- 
zontal Linie, der falder sammea med X*Axen. Pette kan udtrykkes 
skrifOig aaaledes: 



Observator J. J. A strand i fiergen har &a*8t gjort opmsBrksom heipaa 
i 8ia Afhan41iQg: »Ny Transformation og li09Biug af I^igninger 
af Formen a:» — aa+ 6 = 0«. 1877. 
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n, 



Urn. Va = Va. 

Er i Ligningen a;* + oa; + ^ — 0, 

hvis almindelige Udtryk for Boden er 






Storrelsen a »» 0, saa bliver f0lgelig at saette : 

n 



X 



y 



6^- 


1 


n 
















V^- 


—a" 


= V- 


-6, 



hvilket ogsaa &lger umiddelbart ved IndsdBtning af a ^^^ i den 
opnndelige Ligning, som derved reduceres til 

Af Fig. 2 vil ses, at Skraalinien y ^^ax -\- a ikke blot kan skjaBie 
Kurven y — a?** i et Punkt, men ogsaa i 3 Punkter, hvoraf de to 
(Skj89ringspimkteme med den negative Euiregren) kan Mde sammen 
til et Pnnkt, idet Skraalinien tangerer den nedadgaaende Eurvegren. 

Deiaf &lger, at for n ulige kan Va have 3 reeUe VaBrdier, hvoraf 
2 negative og en positiv YaBrdi, medens den for n lige stedse har 
2 reelle Vaerdier, en positiv og en negativ, naar a er positiv, 
ganske som TilfiEeJdet er med Va i sidst na^vnt-e Tilfaelde. 

6. Man kan ogsaa fremstille geometrisk Va ved -Skjsering 



x^ 



mellem den horizontale Linie y — a og Kurven y = ; thi 

X. ' I " X 

elimineres y, &as: 

x^ ♦*/— 

y r — a, hvoraf f0lger x = Va. 

Denne geometriske Fremstillingsmaade har flere Fordele fremfor 
den foregaaende, idet man derved klarere ser Overgangen fra de 
reeUe ulige K0dder til de lige og derpaa til imaginsere R0dder. 

I Fig. 3 er fremstillet Kurven y ^ \ , idet n antages at 

1 -f-^ 
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vaere et lige TaL Kurven bestaar af to adsMlte Grene, der begge 
bar til Asymptote en ret Linie, dragen parallel F-Axen i Af- 
standen — 1 fra Koordinatemes Begyndelsespunkt. Drages ei^ 
Linie DD* parallel X-Axen i Afstanden OC — a fra Koordinatemes 
Begyndelsesptintf, saa er sammes Ligning 

y = a 
eg Abscisseme CD og CD* for Liniens Skjaeringspunkter med 

Kurven er de to reelle Vaerdier af k a. Af Figuren ses, at eftersom 
OC =* a gives Vaerdier fra til -{- cx> , vil Linien DD* begynde 
med at Mde sammen med X-Axen og derpaa, idet den bevseger 
sig parallel med samme §emer sig mere og mere fra denne i dot 

uendelige. De to relle Vaerdier af K a vil for a =■ felde sammen 
og vaere lig Nul, derpaa adsMlles, idet den ene vil vaere positiv, 

den anden negativ. Den positive Vaerdi af y a vil for voxende 
Vaerdier af a stadig tiltage og naerme sig -j" °^ ? medens den 
negative Vaerdi naermer sig Graensen — 1. 

Af Figuren ses fremdeles, at, naar a er negativ og densTal- 
vaerdi mindre end ilf£?, saa erholdes ingen Skjaeringspunkter 
mellem den rette Linie og Kurven; feflgelig er alle Vaerdier af 

V — a i dette Tilfaelde imaginaere. Er derimod Talvaerdien af a 
st0rre end ME^ saa feas to Skjaeringspunkter, f0lgelig to reelle 
Vaerdier, som begge er negative. For voxende Vaerdier af — a 
vil den ene af de to negative Vaerdier naerme sig — ex , den 
anden — 1 som Graense. Er — a = ME^ bar Roden to indbyrdes 
lige store Vaerdier, hver lig — OM, 

For at bestemme St0rrelsen af OM og ME bemaerke man, at 
Tangenten til Kurven i Punktet E er parallel X-Axen, altsaa er: 

dy (I -j- 00) nx^" ^ — x^ 
dx (1 + ^y 

hvoraf f0lger n{l -]- x) — x^= 0. 

Af denne Ligning faas: 



n 
- 0, 



1 — n' 



Indsaettes denne Vaerdi i Kurvens Ligning y == — -^- — faas: 
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,jn 



y — EM ,. 

Heraf f0lger, at Va er imaginser for alle Vaerdier af a mellem 



n^ 



og r, naar w er et lige TaL For aUe aadre YaBidier 

(1 — n)^ ^ 



n,— 



af a, positive eller negative, har derimod Va to reelle VsBrdier, 
hvoraf den ene er positiv, den anden negativ, naar a er positiv, 



n** 



derimod begge negative, naar a er negativ. For a •«• — , 

(1 — nf"^ 

har va to lige R0dder, hvis Yaerdi er . 

° 1 — n 

Er w et ulige Tal, erholder Kurven y = en Form, som 

ses af Fig. 4. Kurven bestaar ogsaa i dette Til&elde af to adsMlte 
Grene, der har Linien x =- — 1 til Asymptote. Drages en Ldnie 
parallel X-Axen i Afistanden (9C, hvor OC > ME^ saa skjasrer 
samme Kurven i 3 Punkter jB, i), Z)', i alle andre Tilfeelde kun 
i et Punkt. Man finder ligesom i foregaaende Tilfaelde 



OM^ ,-^ og EM 



1-w ° (i — nf-^' 

Heraf folgerj at, naar a er et ulige T&l, har va 3 reelle 



n^ 



Vaerdier, naar a er positiv og 8t0rre end r, i alle 

(I ~ w)**—^ 

andre Tilfffilde derimod kun en reel Yaerdi, som er positiv, naar 

a er positiv, og negativ, naar a er n^ativ. Dot bem^kes, at 

Fig. 4 gaar over i Fig. 3, naar Partiet om den negative X-Axe 

drejes 180^ om Axen. 

7. Yed Hjselp af det i 6 udviklede kan man med Letiied 

finde Betingelsen for, at den trinomiske Ligning 

a^ + ax + b ^ 

har lige E0dder. Eoden i Ligningen har nemlig som f0r paavist 

(se 3) Formen: 



n 



X 



a f />«— 1 
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For at Ligningen skal have to lige Bodder er det i F0lge 6 n0d- 
vendigt, at 



som er den aagte Betingelseslignmg mellem a og 6. 

Er denne Betingelsesligning opfyldt, saa er de to lige R0dder 

udtrykte ved Formlen: 

b n 
a 1 — w 

n 






da man har 

Bxempel. Er Ligningen x^ + ax^ + 6 = 0, saa ssettes 
x^ =» a;,, hvorved faas: 

x\ + ax^+b^O, 



som har Roden x 



'" af hi' 



Skal Ligningen have lige R0dder, maa if0lge 7: 

«' ^ 3 ^ o -ii, hvoraf f0lger — ?^ - n^, som alteaa 

i 108* ^ 1^^ 



6« 



O-D' 



er Betingelsesligningen mellem Koefacienteme. Man faar, naar 
denne Betingelse er opfyldt: 



X 



6 

b V/riO 



3 5, 

Nu har Tveroden folgende Vaerdier ^ °°°~y ^**"' ^"^ 

6/2 4- loJ\^ 
lige Rod; derhos har den Vaerdien —I ^ 1 , som har 
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3 Vseidier, idet 10s har 3 forslgellige Vterdier'). Maltipliceres 

med — , &a8 Yserdieme for x,, hvilke blive, idet man bemaerker, 
a 

at i&lge Betmgelsesligningen er: 

b.bi 



o = — 



fci r ^ 2 /36V 



2« . 3i' 
den hge Rod a;, - y-^J og a;, {^^ {^—^ — ^ . 

1 

Da x^ =Xi^ saa er a: «« a:f ; f0lgelig bliver de 5 B0dder i den 
oprindelige Ldgning: 

l-^f 1 som er en Dobbeltrod, — \~^) I — o Ij 

hvilket sidste Udtryk bar 3 indbyrdes forskjellige Vaerdier. 
SaBtter man 

C^y .- ,p. bU,er - (¥)' (i+i?') - - r ,. + ,01, 

Man faar derhos: 

& = -|- . 3» . />5 =- 2 . 34p» = 162i>^ 



a = — 5 . 



--iC¥)"-l<'^>--- ^'^ 



2«.3i 

Ligningen kan da skrives under f0lgende Form: 
x^ — Ifyp^x^ + U2p^ =- {X — 3i?)2 ((X + 2py + lOp^) = 0*). 



^) MaD forvisser sig om Rigtigheden heraf ved at substituere 
i ligningen: 



6 



1 + X 1-22 . 3» J 

Yenstre Side af Ligningen bliver da: 



^ /^\* 432 + 180. 1(.^ + 90. 10^ ^ 2^ /b\^ ^ ^ [ 5*^ T* 

^^ ^^^ 144 + 60.10*4-30.10^ 3«\2/ 12^.3^1 

*) Under, denne Form har Hr. Y. Trier givet Lroningen af den omtalte 
ligning, stillet som Opgave til lieening af Professor A. Steen. Se TidS'^ 
skriftets 5. R. 2den Aarg. (1884) S. 187. 



109 

8. En af de f0rste og vigtigste Opgaver, soin frembyder sig 
ved Ind&relsen af TvewKlder, er at beregne Vaerdien af en hvilken 
som heist Tverod. Den almindeUgste Opgave bliver at flnde 



hvor a og 6 er givne reelle St0rrelser og i betegner V — 1. Ssetter 
man a -\-bi-^r (cos v -^ i sin v) ^ r^ 



n, 



og Vr (cos V -\-i sin v) =^ q (cos y + i sin y) = ^ , 

Baa f0lger af Definitionen paa en Tverod: 

, , • • X Q^ (cos noi 4- i sin no)) 

r (cos V + isinv) ==^ ^—r — j-^ . . . ^\ . 

1 -{- Q (cos ^ -^tsin(p) 

SsBttes 1 + p (cos y + ?- sin y) = q' (cos y' + i sin y') =^ Q\tj 
saa £aas: 

r (cos i; -f- « sin v) — -— (cos (n^ — y/) + i sin (n^ — y')) 



eller kortere: 



^v 






Heraf f0lger: 



^y og t; = n<p — 9'. 



Q 

Da i Stedet for v kan skrives v -\- 2k7r^ hvor k er et helt Tal, 

saa vil . 

V + 2 ZcTT =^ wy — y' 
i Almindelighed give n forskjellige Vaerdier for y, hvoraf f0lger, at 
Tveroden har i sin Almindelighed. w forskjeUige Vserdier. Betegner 
A Punktet ^ i Fig. 5, hvor altsaa OA = ^ og Z. AOB = y, og 
er 0B==1, saa er CPnnktet q' ,, altsaa OC^^q* og zLCOjB = y'. 

Er fremdeles Z. DOB — /2m -— 9' =* v og OD « i- « r, saa er 

D Punktet r^. 

Yi har ingen direkte Regnemethode for at finde q af r^, 
d. e. at konstruere Punktet A^ naar man kjender Punkteme B og 
i), hvilket ligger i Sagens Natur. 

Vi vil i det f0lgende indskrsenke os tU kun at betragte det 
Tilfaelde, hvor 6 -= 0, altsaa ogsaa 1; = 0. I saa Fald vil Punkteme 
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B og D i Fig. 5 ligge paa X-Axen. Yi vil fremdelee indskisenke 

08 til at s0ge de reelle VsBidier af Va, hvilke i den praktiske 
Anvendelse er de vigtigste. . Forskjellige Meflioder kan her komme 
i Anvendelse, hvoraf an&Fes f0lgende. 

9. Gauss's Methode. I sin Afhandling »Beitrage zur 
Theorie der algebraischen Oleichungenc (AbhdL d. kgL 
Oesellsch. d. Wissenschaften zu GOttingen. YI. B. 1848 — 50) bar 
Gauss vist, hvorledes Iteddeme, baade de reelle og komplexe, i en 
treleddet ligning kan findes. Gauss's Methode kan anvendes paa det 
foreliggende Tilfselde. I de saakaldte Gaussiske Tabeller, der 
tjene til at finde Logarithmen til to Tals Sum eller Differens, 

findes 3 Kolonner, der baBre Overskrifteme 4, B og C, og som 

1 

indeholde Logarithmerne til Tallene m, 1 A , 1 + m. Yed 

m 

Hjaelp af disse Tabeller kan ad indlrekte Yej Opgaven l0ses. Bet 
bemaerkes, at Gauss's bekjendte Losning af den kvadratiske Lig- 
ning er et specielt TilfiaBlde af det foreliggende mere almindelige, 
idet han — uden dog at indf0re noget ssBregent Symbol — i 
i Yirkeligheden beregner Yaerdien af Va, ') 

?/~ a;** * 

Er a: — K a, saa er t-t:~ = ^ og w logx — log (1 +x) = loga. 

1. n er et lige Tal. 

Er a positiv, har Tveroden 2 reelle Yaardier, en positiv 
og en negativ, den sidste i Talvaardi mindre end 1 (se Fig. 3). 

Den positive Yaerdi findes af Ligningen: 

n log X — log (1 -|- a:) = log a, 
ved i de Gaussiske Tabeller at finde (ved sukoessive Approximation) 
de sammenh0rende Yaerdier af log x og log (1 + x)y som tilfi^s- 
stille denne Ligning. 

For at finde den negative Yaerdi af x saettes a? =— — a?,, som 
indsat giver: 



x^ 



^ =»» a, hvoraf findes: 



^1 



8e »Bidrag til Ligningernes Theori* af A. S. Guldberg, Christiania 
Yidenskabsselskabs ForhandliDger for 1877. 



Ill 

x^ + ax^ =» a?, (a + ^?""^) ^ «• 

1 1 

SfiBttes her a^""^ «- az^ altsaa x^ =-» a^""^ . 2r^~^, feas: 

1 1 1 1 

z^-^ . a»*-^ (a + o^) -« ;?»*-^ . a^-^ . a(l + 2:) - a, 

hvoraf z {I + z)^-^^ = a~^ 

altsaa log ^ + (w — 1) log (1 + ^) = — log a. 

Af Tabelleme findes de sainmenh0rende Vserdier af log z og 

log (1 -{- z\ og man faar derpaa: 

log (a??~^) =- Zo^r (a^r) d. e. log x, = ^^^_^^^^ ^o^r (1 + z). 

Br a negativ, saa er alle Vaerdier af Tveroden imaginaere, med 

mindre at Talvaerdien af a -^ r. Er denne Betingelse 

= (n — l)*»-l 

opfyldt, har Tveroden 2 reelle Yaerdier, begge negative (se Mg. 3). 

For at finde disse saetter man x = — x^ og a =- — a,, hvorved 

erholdes : 

~ — '^ — «= — a, eller ^ =« a,, hvor a?, > 1. 

1 — a?, * a?! — 1 * * 

Saettes derpaa a?, — 1 «— 2", saa er iCi = 1 + 2*; f0lgelig bliver: 
(1 + zT 



-^■MiMkMi^^ 



a,, altsaa w te^ (1 + «^) — log z « loga^. 



z 
I Tabellen findes de sammenh0rende Vserdier log z og log (1 + 2:), 

som tUfredsstille Ligningen, og man vil i Almindelighed finde to 

saadanne. Ere disse fundne, saa faas logx^ ^^log{\ -{- z\ 

2, n er et ulige Tal. 

Er i Ligningen ,^ - a Sterrelsen a positiv, saa har Tve- 

roden stedse en positiv reel Vserdi, men saafremt a > r 

= (1 - nf -1 

tillige 2 andre reelle Vaerdier, begge negative (se Fig. 4). 
Den positive Vaerdi af x findes af Ligningen 

nlogx — log (1 + ^) =- log a. 
For at finde de 2 negative Vserdier saettes a? =« — Xi^ hvorved feas: 

"~- x^ x^ 

z ^ =« -^ - = a, idet her jr, > 1 (se Fig. 4). Saettes 

1 — Xi OJ, — 1 * ^ 

derpaa x, — 1 =- ^, feas : 
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(I -f zf 



— a, hvoraf n log (1 + 2') — log z = log a. 



Af Tabellerne findes de 8ammeiih0rende Yserdier af log z og 
log (1 -\- z\ og man vil i Almindellghed finde 2 saadanne. Man 
faar demsest 

log a;, = % (1 + z). 
Er a negativ = — a,, saa har Tveroden kun en reel Vserdi, som 
er negativ og i Talvserdi < 1 (se Fig. 4). Saettes x* = — a?,, fiaas: 



— X 



.n 



X 



— = — a, eller x^ + ^i ^i = ^v 



1 



1 



.w-l 



Saettes her x^ ^ = a,^, faas a:, = a'l ^ . z^ ^, som indsat giver: 

1 1 



a 



n— 1 «w— 1 



. z^"^ (a, + tti^-) — a, , hvoraf 2r (1 + 2r) 



«-i == ar''' 



Altsaa Jo^r 2r + ('* — 1) ^og (1 + 2') -= — /o^ a,. 

I Tabellerne findes de 8ammenh0rende log z og log (1 -j- ^)j hvorpaa 

findes : 

, log a. +logz 7 ,, , x 

log X, ^ ^Zi — ~ %(1 + z)' 

Sammenstilles disse Ligninger med tilh0rende L0sninger, ses, at 
der kun existerer 3 Former, som findes anf0rte i folgende Skema: 



Nr. 1. 

L0sning. 

Nr. 2. 
L0sning. 



X 



n 



I + X 
n log X — log {1 -\' x) =^ log a. 



X' 



=- + a, hvor x < 1. 



Nr. 3. 
L0sning. 



l — x 

log 2^ + (n — 1) log (1 -|- ^g:) -« — log a 
og logx^ — log (1 4- z)- 

n 

= + a, hvor x > \. 



X* 



X— 1 

n log iX + z) — log z = log a, 
som tilfr^dsstilles ved 2 forskjellige Vaerdier af z- 

log X — log (1 + z), 2 Vaerdier. 
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Hertil kan f0jes f0lgende Regler, som fremgaa umiddelbart ved 
Betragtning af Fig. 3 og 4. 

Er n lige, liar x^^Va en positiv redl Yserdi, naar a er 
positiv, som findes af Nr. 1, samt en negativ reel Vserdi, 
hvis TalvaBrdi findes af Xr. 2. Er a negativ, har Tveroden, 
forudsat at Talvsei'dien af 

= (n— If-^ 
to negative reelle Vserdier, hvis Talvserdier findes af Nr. 3. 
Er n nlige, liar Tveroden, naar a er positiv, en positiv 



reel Yaerdi, som findes af Nr. 1. Er derhos a -^ — 

= {n — If -1 

har Tveroden tillige 2 negative reelle Yserdier, som findes 
af Nr. 3. Er a negativ, har Tveroden kun en negativ reel 
Yaardi, hvis Talvaerdi findes af Nr. 2. 

Iste Exempel. At finde Va, naar log a »-« 1,08666. 

Da log -jj = 1,08661, altsaa a > j^, saa har i foreliggende 

Tilfaelde Tveroden 3 reeUe Yaerdier, hvoraf en positiv og to 

negative. 

Den positive findes af Skemaets Nr. 1: 

blog X — log (l + x) ^ 1,08665. 

Yaelges i Kolonne A: Zo^ x «« 0,314, faas 

hlogx — log (1 + x) — 1,08419, 

— - — --: log X'*'^ 0,315, faas 

5 log x — log (1 + g;) ^ 1,08852 
Differens 433 ' 

Den s0gte Yaerdi af log x Hgger altsaa mellem 0,314 og 0,315. 

Da 1,08665 — 1,08419 — 246, faas Proportionen: 

433 : 246 =- 1 : J, hvoraf J — 0,67 (meget n»r). 

F0lgelig bliver log x — 0,31467, hvortil svarer x «= 2,06336. 

De 2 negative Yaerdier findes af Skemaets Nr. 3: 

6 log (I -{- z) — log z — 1,08666. 

Af den Gaussiske Tabel ses, at 2' i foreliggende Tilfaelde maa vaere 

en aegte Brok. Saettes derfor ^ =— -^, faas: 

m 

V. Ila?kko. 4. Aarjraiig. g 



- - — — a, hvoraf n log {I -\- e) — log z = Ic 

Af Tabellerne findes de sammeohorende Vsetdiff 

loff (I + z), og man vil i Almindelighed finde 2 \ " ■ < 
faar dernsBSt ■" 

log x^ — log {I + ^). 
Kt a negiitiv >=-—«,, saa har Tveroden ku- ' '. 
(It negativ og i Talvaerdi < I (se Fig. 4). F 

~ = a, eller x^ -!■• 

f 

Stettes lier j,','~' ^= a,z, feas a:, =r ■ ■ 

11 ( 

d"— i.?"— '(o, -f-a,^) — o,, ; 

Altsaa log z -\-(n — 1) log ' , 

1 Tabellerne findes de aammenhr '. 

findes : 

, log a i 

log.r^ -^ ^ „„^gg 

Saiuuieusdlles dissa Ugn' •. 

der Inm existerer 3 Fwi V ' 

^.57430. 

.L'fTle Brok; sjettes z — —, feas: 
Nr. 1. '« 

Losning. v' + w) ^ ^'5'^'^- 

iilfrods^itles LJ^nii^n, (^ man 6ar 
t ^- ■! ftiX»ll4 — 0.99886 — 1. 

' », fcv»r --; ,j = 3.57430 hu- ro iwlle 
<^ 
'« ^\:''^>^_ — I. 



Xr. 2. 
L«sni 



\ ' 



^ A 



^ * 
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*rod to lige Vaerdier , , som for n = 5 

1 — n 

'> Tal, liar Tveroden tillige en positiv reel 
\ 1. Man finder log x = 0,31456, 

'Vemkommer i Ligningen 

-^t finder Sted, naar 

ve beregnet dens 

^r nemlig da: 





a 

^ indirekte, men som 

.oldsvis simpel eg ved 0vel8e 

ae. 0nsker man flere end 5 Tal 

X let opnaa en N0jagtighed svarende 

.il Yegas saedvanlige 7-cifrede Tabel og 

- man stedse anvender geemetrisk Interpolation. 

.nds Methode. Observator J. J. Astrand bar 

ang »Ny Transformation og L0sning af Lig- 

af Formen x^ -- ax + b = 0« (Bergen 1877) vist, 

jdes man direkte kan bestemme en Rod i den treleddede 

1 
Ijigning. Han ssetter a; -= y . a**"'^ hvorved Ligningen 

x^ — (+ ax)±b ^ 

transformeres til 

n 

^'^ — 2/ + c — 0, hvor c = 6 . a^~'\ 

^wden i den sidste Ligning kan skrives under Formen: 

n 



^0lgelig faas: 



n 



^ an~-l\ -. e +V: ^'" 



X = ffl»-i V -^c-\-V + c + \'+c + 

8* 
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Heraf folger — som tidligere anfiairt — at Tveroden kan stilles 

under folgende Form: 

n 



n _„ 

a-\-a V a-\- aVa 



+ •• 

Denne Fonnel kan nu anvendes til Beregning af Tverodens Loga- 
rithme, idet man ved Logarithmetabellens Hjaelp sukcessive beregner: 



n 



n 1/ ^ 

log aVa, log \ a + cl Va, log j a -\- a V a -\- aVa o. s. v. 

Denne Metliode vil i flere Tilfaelde forholdsvis hurtig f0re til 
en tilstrsekkelig n0jagtig Vserdi af den S0gte Tverod. I theoretisk 
Henseende er den naevnte Formel meget mserkelig, for saa vidt som 
den under explicit Form giver Tverodens n forskjellige Yaerdier 
ved Hjselp af de n Yserdier af ^fa, 

Efter Astrand anfores f0lgende Exempel: 

3__ 3139 26228 _ 

^ 12 • ^ + ~27 

Her er x == 16,17354 , y, c ^ 0,2296076, 

2/^ — 2/ + 0,2296076 == 0, 

hvoraf findes ved Methodens Anvendelse log y = 0,0411832^, 

log X =- 1,2499883^ og x ■ 17,78232. 

11. Ved Hjaelp af saeregne beregnede Tabeller kan 
man med Lethed direkte beregne Tveroden;. men Beregningen af 
saadanne Tabeller kan selvf0lgeUg ikke ske for enhver Vaerdi af 
72, men man maa indskrsenke sig til de i Praxis hyppigst forekom- 
mende, f. Ex. n == 2, 3, 4 og 5. 

Er 0^ = Va, saa er - == a og w log x — log {l-^-x) = log a. 

J. "1^ X 

Yed Hjselp af denne sidste Ligning beregner man VsBrdien af log a 

n.— 

svarende til de forskjellige Yaerdier af log x = log Va. Efter at 

have beregnet de sammenli0rende Yserdier af log Va og log a med 
passende Mellemrum, benyttes Tabellen paa lignende Maade som 

en ssedvanlig Logarithmetabel til at finde Yaerdieme af log Va 
svarende til en given Yserdi af log a, idet man anvender geome- 
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trisk Interpolation, naar den givne Vasrdi log a Mder mellem to 
Tabelvaerdier. Ved HJ89lp af en saadan forud beregnet Tabel er 
det lige saa let at finde Tverodens L(^axitlmie, som i en ssedvanlig 
Logarithmetabel at finde det Tal, der svarer til en given Loga- 
rithme, og Fremgangsmaaden ved Opslaget i Tabelleme er fiild- 
kommen ens. Pladsen tillader os imidlertid ikke her at gaa 
naermere ind paa denne Sag, som for 0vrigt ingen Yanskeligheder 
frembyder ' ). 

12. Man kan ndvikle en given Tverod i en nendelig kon- 
vergerende^) Ksekke, hvilket simplest sker ved Hjselp afLagranges 
Formel, men ogsaa kan ske ved de ubestemte Koeffici enters 
Methode. Saetter man saaledes: 

idet man antager x > 1, saa faas: 

[a-^hx-^ + cx"'^ + „,.y^ ==-{l-\-a) x-\-h -\'Cay-'^ +dx-^^,,., (1) 
Differentieres logarithmisk, faas: 

^{a + hoc-'^ + cx-^ + chr^-^,..) {{I + a) - cx'-—2dx-^— ..,). 

Udf0re8 Multiplikationeme, faas: 

— n [(1 4- a)6 . a;-^ + (2 (1 + a) c 4- 6^) or-^ + 

(3(1 + a) d + 3&c)jc-^ + ....] 
= a (1 -i- a) + (1 + a)l)x-' + ((1 + a) c — ac) x-- + 

((1 + a) d — k — 2arf) xr"" + . . . . 

Saettes Koefficienterne til de ligestore Potenser af x lige, faas, idet 
man bemserker, at a -= — 1 og & =« a**, som folger af Lign. (1) 
ved at ssette x= oo\ a ==» — 1, ?> -= ( — 1)**, c = — «, 
M3w-^), ivH , n(2H~l) (4n-l) 

Indsaettes disse Vaerdier, erholdes: 

^) Tabeller for n = 2 og n = 3 findes i Christiania Yidenskabsselskabs 
Forhandlinger for 1872; for n = 5 sammesteds for Aaret 1871, hvortil 

. LsBseren henvises. 

^) Anm. af Redaktionen. For denne Faastand maa Forf. bsere Ansvaret. 
Bannelsen af de f0rste Led tyder nsermest paa Divergens. 
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w(3«— 1) (— If /i(2 H — 1>(4» — 1) 1 , 
2 x^ 3 x*^ 

Er w et ulige Tal, faa alle Led Tegnet minus; er w et lige Tal, 

vexler Tegnene. 

Exempel. Er w — 5, faas: 

L X x^ x^ X* J 

For X = 100 feas, naar 5 Led i RaBkken medtages, V 100 = — 1.01054. 
Raekken giver kirn den ene af de 2 negative VaBrdier, nemlig den 
som er naennest Enheden (se Kg. 4); den positive Vaerdi af Tve- 
roden erholdes ikke ved denne Kaekke. 

13. Ved Indfiafrelsen af Tver0dder aabnes et nyt Felt for 
Oplesning af algebraiske Ligninger, og det er en Selvfeflge, at der 
t0r findes saeregne Klasser af Ligninger foruden de naevnte trino- 
miske, der lade sig l0se ved disse nye R0dder. 

Saetter man saaledes X'^^ a -{-bVc^ 

<-' (^-)-fS>™»'f7")"-»('+^'') 

eUer {x — af' = 6^-^ . cx -f If'^^ . c (6 — «). 

SaBttes y^^^ , c = fi og 6**""^ c {h — a) -=- y* ^"^^ R0ddeme i 

Ligningen : 

(.r — of = /ix + Y (1) 

bestemte ved 



X = a + ^ ^ (^-i ^vor & == a -|- -^ og c == - 



^n 



Til samme Form som Ligning (]) kan tilbagef0res : 

(x — df = {fix + yT^ ^^d at extrahere 7w'te Rod og 

— — = }—^-, — ved at extrahere m te Tverod. 

1 -i_ (^ _ af I + fix+Y 

Ved at anvendes paa de specielle Tilfeelde /i = 3 og w = 4 
giver Lign. (1) smukke Losninger af de almindelige Ligninger af 
3die og 4de Grad. 
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S»tte8 n =- 3, erliolder den kiibiske Ligning Formen 

x^ — 3ax* +px -\- q = 0^ 

under hvilken Form enhver given kubisk Ligning kan skhves. 
Eodeu bliver, naar Yasrdien indssettes: 

X = a H |/ -^, hvur m = Sa^ — p og n == 2a^ — ap — q. 



Skal Ligningen have lige E0dder, maa: 

-3 ^ -4- eller (-) = (- j . (Se 7). 

Indsaettes VsBrdieme for m og w, erholdes folgende Betingelses- 
ligning mellem Ligningens 3 Koefiicienter: 



g = 2[a3_(a^_|y]_ 



ap. 



3 



V? 



27 3 3' 

Da 1/ — bar de 3 Vserdier —^ ^, 3, saa faas Ligningens 



3 R0dder at vaere: 



3 w 1 / T> 

De to lige Redder a — -- . — = a — 1/ «^ — -rr- 
° 2 m y 3 

Den ulige Rod a-j-S. — =a + 2 l/a^ — -|-. 
Ssettes w r= 4, erholdes Ligningen: 

hvortil den almindelige Ligning af 4de Grad kan tilbagef0res ved 
Substitutionen x* = a:' + A:, hvor k er en Konstant. 

Ligningens Redder udtrykkes ved Formlen: 



X = a A 

m 



V-s. 



hvor. m = 4a^ — p og n = 3a* — op + Q- 

fixf' 
14. Har man Ligningen - ^ , ' , = -4, saa faas ved Ex- 

^ *" 1 +fix) 

traktion af w'te Tverod: 

f{x) ^ Uy 
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»/- 



hvor a — V^J.; men denne Tverod har n Vaerdier, som kan be- 
tegnes med a^ aj • • - • a^. Man erholder felgelig n Ligninger af 
Fonnen f(x) = a. Er f(x) en hel Fnnlrtion af p'te Grad, har 
f{x) = a p Itedder. Ved at opl0se denne Ligning med flensyn 

til X og 8ukces8ive give a Vaerdieme a^ a 2 <*^ erholdes p . n 

Vaerdier for j*, som er den oprindelige Lignings Radder. 

Er f. Ex. f(x) = X* -|- fco; -f- ^7 saa erholder Ldgningen Fonnen 
(x« + hx + cy = A(x^'+bx + c + 1), 



h 1 /b^ 

hvis 2 n R0dder findes af x = + \/ —^ c -^ a. hvor 

ar=VA har n Vaerdier. 



Saettes x = a -\-y h -\- cVd^ fiaas: 



[{X -a)P'- hf =. c**-^ d [(:r — a)^ + c — />], 
som har p . n Redder bestemte ved oven anforte Udtryk for x. 



n, 



Vb 
Ssettes X == ^p-, erholdes felgende Ligning: 

Va 

. (b — ax**)^ ^ah{l — x) (ax"" — bxy^-'\ 
hvis Redder i Antal n^ erholdes af Udtrykket for x ved at kom- 

binere de n Veerdier af K 6 med de n Vaerdier af Va. 



nAgra geometriska satser. 

(af Ol. Olsson). 



1. 

a. Nigonstades inom en en plan, konvex polygon 
tager man en i planet fix punkt, later sedan polygonen 
vrida sig et belt hvarf ocb pS, sadant satt, att den fixa 
punkten standigt fSrblir inom den samma, och s§,, att 
dess sidor dervid enveloppera slutna konturer utan 
singulara punkter. Betecknas langderna af polygo- 
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nens sidor med Z,, l^ - - - In ^^^ ^^ ^® envelopperade 
kurvorna med L^, L^ - - - L^ resp., s§, ar 

d& J ar polygonens yta. 

Ty om vi Mn den fixa punkten som origo nedfalla mot poly- 
gonens sidor perpendiklame Pi 1^2 - - - Pv - * - Pn ^^^ °^®^ ^v ^®" 
teckna den vinkel, som p^ bildar med grundrigtningen, sS, ar 
[enl. Legendres' teorem] 

dLy = p^. d(fy + ^^, J 

(>; = 1, 2, . . . w) 

dS. fy betecknar den del af i^ , som ligger emellan j;,. : 5 fotpunkt 

och l^ : s tangeringspunkt med L^. 

Genom att fbrlanga denna ekvation med l^ och verkstalla 

ledvis summation, erh&lles fbljande formel: 

n n n 

2,, ?, dL^. = 2^ \.p^ dg>^ + 2^ l^ dt^. 

11 I 

Men emedan polygonen ar af en gifven, bestamd form, s§, ar 

dqp I = dip 2 ==... = d^Yi, 

== d^ ant^g, 

och eftersom figurens rorelse var bestamd p^ sMant satt, att den 

fixa punkten altid skulle fSrblifva inom den samma, sa ar i hvarje 

lage af polygonen summan 

n 

1 

konstant och =» 2 J. 

PS, grund haraf kan foreglende summationslikhet skrifvas 
under formen 

2, 1, dL^. ^2 J dip + J,. l„ dt^ (1) 

1 1 

och genom integration meUan gransema (p och y -j- 2 tt : 

dy + 2y 1 1^ dt, 

up %j (f) 

eller slutligen 

n 

2\. \ L^. = 4 TT^A 

1 






;;T 
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enar 2 \ 'v ^^ '^ ^^ alldenstimd hvaije term i summan ar *= 0. 

Ur denna slutfonuel kan man nu harleda Mjande: 
Korrol. 1. Om man n&gonstades inom en plan, konvex 
och liksidig m§,nghorning tager en i planet fix punkt 
ocli sedan l^ter minghorningen vrida sig ett helt hvarf, 
men pi sadant satt, att den fixa punkten standigt 
forblir inom den samma, 8a ar summan af de utaf hans 
sidor envelopperade kurvornas langder i ofrigt obe- 

roende af rorelsens beskaffenliet och =» An -y, da J ar 

polygonens yta och I langden af en af hans sidor. 

Korrol. 2. Om man nigonstades inom en plan, konvex 
och regular w-horning tager en i planet fix punkt och 
sedan l§.ter mSnghSrningen vrida sig ett helt hvarf, 
men pa sadant satt, att den fixa punkten standigt f5r- 
blir inom den samma, sa ar summan af de utaf hans 
sidor envelopperade kurvornas langder i ofrigt obe- 
roende af rorelsens beskaffenhet och = ?^ x inskrifna 
cirkelns omkrets. 

b. MeUan krokningsradiema QijQ2'-- Qn^ motsvarande punkter 
pi de resp. kurvoma Z>p L^ . . . L^ kan man nu afven framvisa 
Stskilliga ratt anmarkningsvarda relationer. 

Om man namligen liter manghomingen intaga tvenna konse- 
kutiva lagen, sa Mmgir omedelbart ur en figur, att 



dL, 



(2) 



och ^,. ^ -^-^-. (3) 

Pa grund af (1) och (3) fSljer nu, att 

n n dt.. 

^, /.,,, = 2./ + :s.J,^^ 

eller med stod af (2): 

w n d'^Vv 

1 1 "y 
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Men emedan 



blir 



1 



w d'^ p.. 



livadan 



2,, 7, ^, ^= 2 ./, (4) 

1 



d. V. s. 



n 



Suminaii 2^1^ q^, ar i livarje lage af mangliorningen 

konstant. 

Korrol. 1. Om manghSrningen ar liksidig, s^ ar i 

^* 2 ^/ 

livarje lage af den samma 2yQy=^ , =-— konst. 

1 ' 

Korrol. 2. Om mangliorningen ar regular, sa ar i 

n 
livarje lage af den samma 2^q^. =w X den inskrifna 

1 
cirkelns radie. 

Ur liklieten (4) framgSr foljande sats, som ar en generalisation 
af Bobilliers' teorem: 

Om vid en plan, konvex m§,ngli6rnings r6relse 
(n — 1) af hans sidor standigt tangera gifna cirklar, s^ 
tangerar ocksa mInghSrningens ?i'te sida en cirkel. 



2. 

En determinerad rat linie ror sig, stodjande sina 
andpunkter mot en gifven plan, konvex kontur. Att 
finna langden af enveloppen till en med den fSrra 
fast forenad rat linie i samma plan. 

L&t pP vara den deteiminerade rata linien (langden = Z), 
som stodjer sina andpunkter p ocli P mot den gifha kurvan 
pp*PP^ och lit QB8 vara den med den &rra fSrenade rata linien. 
S beteeknar tangeringspunkten mellan QRS och dess envelopp. 



124 

Wi vilja till en borjan antaga, att de begge liuiema stS 
vinkelrata mot hvarandra. Forlangningen PQ af pP mk hafra 
langden A. p'PQ* ocli Q*SR* aro konsekutiva lagen af liniema. 

Oin man nu forst och framst faster sig vid linien pP, si. 
inser man, att jemval den vid sin rSrelee kommer att enveloppera 
en kurva C, lielt och liSIlet belagen inom den gifna. Om man d& 
med (A) beteeknar den mellan dessa kurvor belagna ringfonniga 
ytan, sa ar a ona sidan 

iA)=^^Yd^, (1) 

dS t ar den del af j^P, sora ligger emellan P och tangeiingspunkten 
mellan pP och C, och (p den vinkel, som pP bildar med grund- 
rigtningen. 

Men i andra sidan har man afven 

(^)^~V(i-0^-%, • (2) 

hvaraf genom jemfftrelse mellan (1) och (2): 

td<fj == Ttl. (3) 

Men draga vi nu Mn (^ och Q' perpendiklarne QT ocli Q'P 
mot resp. p*P*Q* och QJBS samt beteckna b&gelementen QQ* och 
iZ-S/J' med clS ocli dl/^ samt satta Z. Q'QT = « och L. Q'QS = /^, 
sS, blir 

{t + /) d(p ^-. Urn QT === dS cos a, (4) 

men vidare ar 

Q'iJ' — QR = Q'S + SB - QI' — VS + R8 
eller, om vi satta QR = r, 

dt — dL.T — ^2>? cos /?. (5) 

Om vi nu jemfSra ekvationema (4) och (6) med iakttagande af, att 
i limes, d. a. dS, punktema Q och Q' aro i begrepp att sammanfalla, 

Z- a = Z_ /? (detta ar en foljd af vart antagande, att Z. PQR = —), 
sS, erh&lla vi likheten 
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dL:T = (^ + a) dy + dl^ 
genom integration liaraf mellan gransema (p ocli 9 -f- 2 tt fa vi 




eller pli grund af (3): 



alldenstimd 



i.^ = 7r(/ + 2;.), (6) 



s 



di c= 0. 



Enveloppens langd i detta fall, d. v. s. dS de rata liniema st& 
vinkelrata mot livarandra, ar altsa tt (? + 2x) ocli foljaktligen 
oberoende af den gifha kurvans sk val form som storlek. I det 
speciela fall, da vi som gifven kurva valjer en cirkel, belyses 
pS. ett tydligt satt denna markliga egenskap lios enveloppen. 

Detta ar nu gallande i det enskilda fallet, att de begge 

liniema aro mot hvarandra vinkelrata. Bilda de deremot icke 

rat vinkel, utan en vinkel v hvilken som heist, eger foljande 

relation rum: 

Z/y = cos V Lq + sin v L^n (7) 

der Lq = langden Sii pP:s envelopp, eller 

L^ = pLq -\- Qj (Pj q konstanter.) 
d. V. 8.: 

Om en determinerad, rat linie ror sig, stSdjande 
sina andpunkter mot en plan konvex kontur, och med 
lienne ar fast fSrenad en annan rat linie i samma plan, 
si ar langden af den senares envelopp en liniar funk- 
tion af langden utaf den forras envelopp. 

Emedan Lq tydligen ar funktion af den gifiia kurvans form 
och langd, s§. ar ocksS, i allmanhet detta fallet med L^. Un- 

dantag harifran ges blott, om v ==" -n^ *y ^^ ^^^j ^^^ ^ s®^) 
L^ = n(l + 2X). 

Harledningen af (7) verkstalles p§, ett satt, som ar fuUkomligt 
analogt med det af (6). 



126 

3. 

En gifven kurvas tangenter skaras af en annan 
kurva under en vinkel, som ar en viss funktion af tan- 
genternas lutning mot en fast linie i planet. Att finna 
den senare kurvans langd. 

J At RFQ vara en tangent till den gifna kurvan, P beteck- 
nande tangeringspunkten och Q tangentens skaming med den 
andra kurvan, samt Mt ^ vara den vinkel, som tangenten bildar 
mot en fast linie, och /(y) skamingsvinkeln mellan den senara 
kiu'van och tangenten. 

Om da P*RQ* ar ett konsekutivt lage af tangenten, och man 
satter PQ = % sarat frdn punkten Q' drager en perpendikel Q*S 
mot PQ, sS, blir 

PQ' — PQ^ PB + RQ* ^RP-RS^SQ 
eller i limes: 

dt = dLf^ — dLf^,^) cos f(^\ (1) 

da c/Lq och dLf^ \ beteckna differentialerna af de resp. kurvornas 
b^gar. 

Men om vi nu antaga, att den gifna kurvans ekvation, uttryckt 
i »intrinsika« koordinater, 
ar Lo = F{y) 

sS kan (1) skrifvas under formen 

oo./(,)'^'^^-^'(,) + | = 0. (2) 

Och emedan vi dessutom hafva 

eUer, efter differentiation: 

sinm-j^'-' +r{^) cosm -^^^-> -^^-^^ (4) 

s^ erhilla vi slutligen, da vi ur likhetema (2) och (4) eliminera 

dr 

-r-, differential-ekvationen 

drf) 



(6) 
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Losningen af denna liniara ekvation lemnar mi den sokta 
Mglangden, uttryckt i vinkeln (p och ett par arbitrara konstanter. 

Man finner namligen, att 

der P^il+f'(^))cotgf(y), 

samt p och q aro de begge integrationskonstanterne. 
Bller, emedan 

Konstanterna j9, g bestammas i hvarje enskildt fall af y's granser 
samt pi grand af det begyndelsesvarde, man tilldelar tangenten PQ, 

Den relation, som eger rum mellan de mot granserna q)^ och 
^2 svarande tangenterna r^ och r^^ erhSlles omedelbarligen, om 
man dlfferentierar ekvation (7) med afseende p§, 9 och sedan 
jemfor resultatet med (3). 

Man Mr namligen 

r = e- ^ "'^^ f^'''^ ^^ {\e^ ""'^ ^^^'^ ^'^ F' (f) d<f + p), (8) 

hvaraf 



(7) 



Toe 



cotg f{<p) d^ _^^ e-Jco^^ f[f) d^p _^ \ e^^^^9f\9)^9pti>^^ m\ 

I det fall, att /(y) ==«==. konst., Sfvergir h^ till en trajek- 
toria till den gifiia kurvans tangenter, och emedan ekvation (1) d§, 
ar omedelbart integrabel, sS, blir den mot granserna yj och yg 
svarande langden 

4f'-!^>) .__ sec a (4^»-'"> + r , - TT,), 
eller p§, gnmd af (9): 
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[ __'/'9—'n. __ 9^^'Pi '-^ -1/ (10) 

Lata vi trajektoiian utga Mn origo, blir, alldenstund d^ %^ =0. 
9) , =0, JP(0) =r 0, dess langd 

" stn a Jq 

For att ekvationen (10) skall galla fordras dock, att a ^ — , 

ty i det fiBdl att a = — , blir cos a == 0, och likheten (1), ur 

hvilken (10) ar deducerad, antager dS, ett helt annat utseende, 
namligen 

Man ser haraf, att denna sats, ehuru en generalisation af det vanliga 
involutproblemet, dock icke i sig innefatter losningen deraf, och 
detta p& den grund, att den kvantitet, som deri s5kes, namligen 
i^, bar kommer att forsvinna, emeden den ingdr i en produkt vid 

. sidan af en forsvinnande faktor. 



EN UDLEDELSE AF BETINGELSEN FOR, AT EN FLADE 

AF ANDEN ORDEN ER UDFOLDELIG. 
(af H. G. Zeuthen). 



Skal Ligningen 

"^Ox + 2^2/ + 27^ + Z== J ^^ 

fremstille en udfoldelig Elade, maa man af denne Ligning samt 

d^ + d^^-^' dy + d^^ ^ (^^ 

kunne udlede en Ligning meUem j? og g. Dette maa vise sig ved, 
at z af sig selv gaar bort, naar man mellem disse 3 Ligninger 
borteliminerer x og y. 

Behandlingen kan imidlertid ske under mere symmetrisk Form, 
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naar man bemserker, at i&lge Ldgningeme (2) en Ligning alene 
mellem p og q vil vsere det samme som en homogen Ligning alene 

mellem —-, ^, -~. Denne maa kunne udledes ved Elimination 
dx dy dz 

af X, y og z mellem disse St0rrelsers Udtryk 

i_df 

2 dx 

■ i if 

2 dy 

\%^Ex + Dy + V^+I, 

samt ligningen / _ 0, som ved Subtraktion af disse Udtiyk mul- 
tiplicerede med x, y og z giver 



= Ax + Fy + Ez + O, 
• Fx + By + Dz + H, 



lxf-l-y'£-iz'I=^Ox + Hy + Iz + K 



2 ~ dx 2 
EUiminationen giver 



2 dz 



A, 



F, 



E, 



F, 



B, 



D, 



E, 



A 



^ 2 dx' 



H- 



l df 



H 



1 df 



2 dy' ^2 dz' 



Idf 
2 dy' 

2 dz' 



K. 



^+2dx' 

Yed Opl0sningen af Determinanten i Addender feas 



^ 0. 
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I 





1 


F 


B 


D 


2 










E 


D 


C 




G 


H 


I 


V. Bakk*. 4. Aaigu 


«• 







A F E 



dx 
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A 


F E 


if 

dx 


F 


B D 


if 

dy 


E 


D C 


df 
dz 


¥. 

1 


df df 

t 1 






dx dy dz 



= 0. 
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Her ere de to mellemste Determinanter lige store og hseve 
hinanden, og det ses, at d^n n0dyendige og tilstrsekkelige Betin- 

f0rste Determinant er = 0. Den tQh^rende partielle Diffe- 
rentialligning af f^rste Orden bliver 

A F E p 

F B D q _^ 

ED C -1 

p q —l 



TALTHEORETISKE UNDERS0GELSER. 

(af a. S. Bang). 

(Fortsat, se S. 80). 



+ . . . aP"~^ + 1 



9. Da man for a > 1 bar 

F^n (a) - (a?— ')^-^ + (a^'^-y-'^ + . . . a- + i > j), 
vil Fpfiio) indeholde mindst en Primfaktor af Formen ap''^-\'l. 
Her kan n vaere 1, naar nndtages |? -= 2. 

For at bevise, at F^{a) indeholder mindst en Primfaktor af For- 
men at + 1) niaa man vise, at F^ (a) > i?i , idet j9 , =— ap2l^3 • • Pn ~^ ^^ 

F0rst kan det vises, at F^(a) eller F^ p ,..p (6) er st0rre end 1. 
Yar dette ikke Tilfseldet, havde man ^©...i, (?^)=^1) hvoraf 
f0lger 
n^iPi'"Pn _ i\ /j^iP2"-Pn—2 ^\ /j^iPi'-'Pn—SPn—l j) ^ 

Udf0res Multiplikationen og Isegges 1 til paa begge Sider af Lig- 
hedstegnet, ville Leddene paa den ene Side ende med + 6, paa den 
anden Side med + b^^, idet p^ er det mindste af Primtallene. 
Efter Division itied 6 vil da det ene Udtryk vaere ^ 0, medens 
det andet ^ + 1 for Modulus 6, hvilket er umuligt, saa at F^{a) > 1. 
Saafremt F^{a) ikke er delelig med p^^ som er den st0rste 
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af Primfiiktoreme i t^ maa altsaa Ff (a) indeholde mindst en Prim* 
&ktor af Formen at -f- 1. 

Er derimod j?, * « ^p^Vz • • -JPn 4" 1? ^^ tilfredsstiller den 
den i 8 stillede Betingelse, er p^ Faktor i F^{a) ^^ F^ ^ ^ {b)y 
saa at man for at bevise, at Ff {a) indeholder mindst en Primfaktor 

af Formen a<-|-l? ^kal bevise, at ^p^p^..,p (^)>i^i» ^"""^ 
J), = ap^p^,:.pn + l. 

Nu er Fp^ (6) — bP^-^ + ft^i"^ -r- ... 6 + 1, saa at 

ftPi > Fp^ (6) > ^^l-^ hvoraf 

bP^P^'-Pi+^ > ir^^^^(fe) - -Pi^ > bP^P.-P^-P. og 

Det sidste Udtryk kan skrives 
bPi(Pi—^)(Ps-'^)+P2+P9 -^ F CM > 6l'i(i?s-U(i>8— l) — PiJ»a— 1 

hyorpaa man &ar 

^ PlPiPiP* ^^ -^ 

if;Pi (^2— ^)(Pi- 1) (^4— 1 ) — l'iPaP4 —^2—^8 —Pa^ 

Fortsdettes saaledes, faar man 

-^ ^PiP2--vPn^^ \ 

' ' "^y P2PZ P2P* P2P^iPf^ ^ 

' ' ^'* Vv Pz P'iPzP^ ^ 

livilket kan bevises exakt ved Induktion. 
Yar nu Ff(a)^=p^^ nWtte man have- 

eUer , ^^ _. j > jP.(P»-"l)...(P«-.l)-S,^ 

hvilket er umuligt, da m^in kan bevise, at 

.>(fti-l).'..(j'«-l) ^ (p^ _ 1) j2S._ 

Af Yserdierne for S^ og 82 f0lger 

«1 + «2 = (P2 + 1) (1>3 + 1) • • • (P» + 1) 
Og 5f, — 5j=(l)2 — 1)(P3 — 1)...(1)„— 1), 

altsaa 2 5, = (j)^ + 1) (pj + 1) . . . + (p, - 1) (p, — 1) . . ., 

9* 
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hvilket tUIigemed IndsaBttelse af YsBrdien af p, giver, at man skal 
have Uligheden 

Yi antage, for at bevise, at denne Ulighed finder Sted, f0rst at alle 
Priintallene ere ulige. 

Da er p^ > 2, hvoraf f0lger, da 6 > 1, 

og da af^ax^ faar man heraf 
hvilket giver 

i«i..W(i'.-i)(i'.-i > _p^ ^^^^ jP,+i )P.+i ^ 

«|,,j,,6<^'+''*'+" 0. 8. v.; 
saa at man ikke kan have Fp p .. « (&)=*= jPu naar alle Prim- 
tallene ere ulige. 

Indeholdes tillige Faktoren 2, kan man, idet man undtager 
TilfsBldet t --^- 6, paavise, at 

2«i)2P3...1?,,fr'^-<^«+l)(l'»+l)--<^n + l). 

Der vil da blandt 'p^^ p^ . . ,p^ findes mindst et i?,, som er lig 
eller st0rre end 5, og da i saa Tilfaelde 

idet nemlig 

j,2j..(j,.-l)-3(p.+l) _ j(2p,+l)(i,.-3) ^ 2j,„ da 1,, > 3, 

&ar man heraf 
Og som f0r 

hvorved er bevist, at ^2p,p,...^„(&) >Pi- 

Tilbage haves Tilfeeldet F^ (6), i hvilket Tilfaelde t^2^. 3*». 
Naar F^ (b) ikke indeholder nogen Phmfaktor af Formen 6 a -}- 1? 
er Fj (6) = 6« — 6 + 1 = 3, altsaa 6 == 2, og da 

— = or • ^ , bliver n t=s 1, m =- 1 og a :» 2. 
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Heraf Mger, at naar t indeholder 2 eller flere Primfetktorer, vil 
Ff (a), naar undtages F^ (2), indeholde mindst en FrimfEiJktor af 
Fonnen a^ -f- 1. 

I Forbindelse med det foregaaende, giver dette, at naar a > 1 
og ^ > 2 og man nndtager i^g (2), vil Fiia) indeholde 
mindst en Primfaktor af Formen at + 1. 

Da endvidere F^ia) er en Faktor i a* — 1, og 

a^ — 1 = (a — 1) (a -|- 1) kun kan vaere en Potens af 2, naar 
Baavel a — 1 som a -h 1 ere det, hvilket giver a »- 3, sanit 

2* -— 1 er delelig med 7, faar man heraf, at 

a^ — 1, naar a og t ere 8t0rre end 1, samt man und- 
tager 3^ — 1, indeholder mindst en Primfaktor af 
Formen at -^ I, 

10. Ssetningeme kunne udvides, idet 

(jfW, — ^w Qg a^ — 6" have st0rBte faelles Faktor a* — 6*, naar 
8 er at. f. F. for m og n^ samt a primisk med b. 

Saaledes vil &^ . i^'^C-r- ) foruden Primfaktorer af For- 
men ai'\-l kun kunne indeholde p^^ naar ^^^ gaar op i 
< og 2>i — 1 er delelig med de 0vrige af Ts Primfaktorer. 

11. Ved Hj39lp af Saetningen i 9 kan man bevise, at i 
en Differensrsekke, hvis f0rste Led er 1, findes der 
uendelig mange Primtal. 

At der altid findes Primtal, f0lger af, at a* — 1, idet Diffe- 
rensen er #, vil indeholde mindst et Primtal af Formen at -^ h 
Yar nu Baekken af Primtal i Differensraekken endelig, bestaa- 

ende af Primtallene jp,,|?2---i^n» ^^ man, at Tallet(jpi .i?2'«-JPn)* — ^ 
maatte indeholde mindst et Primtal, forskjelligt fra j?i, i>2 -- - Pn 
h0rende til Differensraekken, saa at Antagelsen er fejl og Raekken 
indeholder uendelig mange Primtal. 

Det er toaledes lykkedes, elementasrt at bevise et specielt Til- 
faelde af den almindelige, af Lejeune-Diriohlet beviste Saetning: 

I en Differensraekke, hvis f0rste Led og Differens ere primiske, 
findes uendelig mange Primtal, en SaBtning, som tidHgere kim er 
bevist ved Hjadlp af Integralregning. 
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12. Borttages de Primtal, som give Besten 1 for 
Divisor i, vil der vaare uendelig mange tilbage. 

Var Rsekken endelig, bestaaende af PrimtaUene Pi^ P2 -- -Pn^ 
skulde t.p^.p2''Pn'\'0t^ *^vor a ©r mindre end og primisk 
med t, dog ikke 1, bestaa af lutter PrimfEiktorer, som give Resten 1 
for Divisor t^ hvilket er umuligt, da Produktet af Primfektoreme 
i saa Fald maatte give Besten 1 for Divisor t, medens det giver 
Besten a. 

Spedelt faar man heraf , at PrimtaUene af hver af Formeme 
3a — 1, 4a — 1 og 6a — 1 gaa i det Uendelige. 

(PrimtaUene af Formen 3 a — 1 ere paa PrimtaUet 2 naer de 
samme som PrimtaUene af Formen 6 a — 1). 

Borttages de Primtal, som give en af Besterne + 1 
for Divisor t^ vil der vsere nendelig mange tilbage. 

Beviset herfor er som f0r, knn maa a ikke vaere eUer + 1, 
af hvilken Gnmd Ssetningen ikke kan anvendes paa de f0r nsBvnte 
spedeUe TUfselde, da der ikke var Primtal, som gav andre Bester 
end + 1. 

13. Idet / gaar op i a^ — 1 og man borttager de 
Primtal, som give en af Besterne 1, a, a^.-.a**""^ for 
Divisor t^ vil der vaere uendelig mange tilbage. 

Var BsBkken endelig, bestaaende af j;,, /Jj • • • Pn^ ^^ ^^^j ** 
t.piP2''-Pf^-\-ocy hvor a er mindre end og primisk med t samt 
forskjeUig fra 1, a, a^...a**~"^ sknlde bestaa af lutter Prim- 
faktorer, som give en af Besterne 1, a, a- . . . a**~"^ for Divisor /, 
men Produktet af saadanne Tal giver en Best, eom er en Potens 
af a, altsaa da a** .. = I, en af Besterne 1, a, a* . . . a**"~^, hvilket 
er umuligt, da det gpiver Besten a. 

Spedelt &ar man, at der findes uendeUg. mange Primtal, som 
give en af Besterne 3 eUer 7 for Divisor 8. 

Oaar ^ op i a'* 4* ^ ^8 msLU borttager de Primtal, 

ft 

som give en af Besterne + 1, + a, + a' .. . + a**""^ for 
Divisor t, vil der vsere uendelig mange tilbage. 
Beviset er som f0r, knn maa a ikke vsore 

+ 1, + o, + a^ . . . + a'*-K 
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14. Det er bekjendt, at en Kongruens af n^te Gfxad 

x^ 4- a, a?**-^ + aa x^^^ + . . . + a^ = (modp) 

li0jst bar n B0dd6r. 

Saafremt den bar B0dderne a,, a2'--a^^ kan man 

bevise, at 

a, + «2 + • • -"n^ ~" ^1 

«ia2«3 + •• • + ccn^2^n—l^n^ "" ^8 

Saetter man nemlig venstre Side identisk bg med 

(x — a,) (a: — tty) . . . (x — a„) +/(a?) ^ (mod p), 
maa f(x) berjst vaere af Graden n — 1, men den tilfredsstilles af 
de n R0dder aj, Wj • • . «^jj og maa f0lgelig vaBre identisk ^ 0, 
det vil sige, dens Eoefficienter maa alle vsere delelige med p^ bvoraf 
Saetningen f0lger, da Koefficienteme tQ samme Led i begge Eon- 
gruenser maa vaere bge store. 

Yi skulle nu give nogle Anvendelser af denne Sastning. 

Er p et Primtal, vil Kongmensen x^~'^ — 1^0 (modp) i 
F0lge Formats Saetning bave de ^^ — 1 R0dder 1, 2, 3 . . . j? — 1, 
bvoraf f0lger de bekjendte Saetninger, at 

Summen af Produkterne af w og n af de f0rste p — 1 
Tal, naar n<ip — 1, er delelig med p^ og at 

Produktet af de f0rste p — 1 Tal er kongruent med 
— 1 for Modulus p ("Wilsons SaBtning). 

Er 2n + l et Primtal, ville TaUene 1^, 2^, 3'^...w2 give 
forskjellige Rester for Divisor 2n -\-\^ bvoraf f0lger, at Kongm- 
ensen x^ — I r^O {mod 2n + 1) bar R0dderne 1^, 2* . . . n^. 
Heraf kan man udlede Saetningerne : 

Summen af Produkterne af r og r af de f0rste n 
Kvadrattal, naar r<;w, vil vaere delelig med 2^+1, samt 

Produktet af ^e f0rste n Kvadrattal vil vaere kon.- 
gruent med + 1, eftersom n lige eller ulige, for Mo- 
dulus 2w+ 1- (Opgave 480 ber i Tidsskriftet). 

15- Den naevnte Saetning skal endvidere benyttes til Under- 
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80gelse af de Tal, som for Primtallet p h^re til Exponenten n^ det 
vil sige, for hviike den w'te Potens er den laveste, hvortil de 
skulle oplfiftes for at give Resten 1 for Divisor p. 

For at der overhovedet skal gives Tal, som gj0re re** ^ Ir 
maa n vsere en Divisor i p — 1. 

Ere nu n's Divisorer w, n\ n** . . ., da er 

hvoraf folger, da ethvert Tal, som tilfredsstiller Kongruensen 
F^r{x)^0 tillige tilfredsstiUer x'**'— 1 = 0, at de Tal, som 
h0re til Exponenten ?2, maa vaere R0dder i F^^ {x) ^ 0, saa at der 
herjst findes cp{n) R0dder. 

At der netop findes y (n) R0dder, folger af, at idet Divisoreme 
i p — 1, ere 1, a^ fi ,.,p — 1, da er 

y (1) ^ <^(«) + y(y5) + . . . 9>(1? - 1) =i> - 1. 
saa at, hvis der fandtes mindre end (p{n) B0dder, da maatte 
x^^^ — 1^0 have mindre end p — \ E0dder. 

Da F^{x) ender med Leddet + 1? idet TaeUer og Naevner i 
Udtrykket for F^{x) begge ende paa plus eUer minus 1, og 
TaUene <i p li0rende til Exponenten n, ere R0dder i F^{x)^^^ 
erProduktet af de y(w) R0dder, somforPrimtallet p h0re. 
til Exponenten n, kongruent med + 1, eftersom y(n) 
ulige eller lige. Et spedelt Tilfselde, nemlig for n =«|? — 1, 
er den bekjendte Saetning: 

Produktet af de y(jp — 1) primitive R0dder til Prim- 
tallet j?, er for j> > 3 kongruent med — 1, for 2> -=* 3 kon- 
gruent med + 1. 

Gauss bar desuden angivet SsBtningen: 

Summon af de primitive R0dder er kongruent med 0, 
naar p — 1 er delelig med et Kvadrat, med +1 naar j? — 1 
er Produktet af et lige eller ulige Antal Primfaktorer. 

Denne gjaelder mere almindelig for Tallene, h0rende til Ex- 
ponenten w, for hvilket Tilfaelde den ogsaa her skal bevises. Da 

idet n — !>?» .p%* . . .jp«n, 
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yil F^ (x) kiin indeholde Potenser af :r, hvis Exponenter ere dele- 
lige med ^j»~^ .jpj*"^^ . . .l?^*»~^j hvoraf f0lger, at naar kun en 
af Exponenteme a,, a^...a^ er 8t0rre end 1, vil Eoeffidenten 
til Leddet x^^'"'^'^^ i F^{x) vsere Nul, og da Summen af Tallene 
h0rende til Exponenten n er kongruent med denne Koefficient med 
modsat Fortegn, vil Summen vsere kongruent med 0. 
Ere «!, ^2 • • • ^n alle 1, faar man 

FAx) — — ^. 

Er nu w lige, bliver ved Udfiafrelse af Multiplikationen i Tsel- 
leren og i NaBvneren 

^«t ^a — 1 

"""^"^ = /_/-.»_ ' 

%A~> vU • • • 

idet p^ er det mindste af FrimtaJlene, saa at man faar, da 

a — /9==y(n), 

saa at Summen af R0ddeme er kongruent med +1- ^ ulige 
giver i^j^(a?) = —j j^^ '^ hvoraf 

Baa at Summen af E0ddeme er kongruent med — 1. 



LOSNING AF OPGA VERNE 321 OG 537. 



321. De n Ligninger 

aXiX^ + bx2 + ^^3 + ^ == ^> 

ax^x^ + ^^3 + ^^4 + d -= 0, 

0>Xn^i + ^^n + ^1 + d — 0, 
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skulle 10868 med Hensyn til de n ubekjendte a;,, X2, ••• 
x^.^...Xy^. I hvilke Tilfselde bliver L08iiingen ubestemt, 
og hvilke Eelationer haves i saa Fald mellem de ube- 
kjendte. 

(T. N. Thiele). 

Naar vi ind&re nye ubekjendte ved Ldgningenie 

, c _ 

idet vi udelukke Tilfasldet a = 0, kunne de n forelagte Ligninger 
skrives under Formen 

(, 6 — c\ bc — ad, , _ , 

2/r+i + a / a2~"' (^ -"= ■^' 2,...w). 

(Her og i det f0lgende forstaa vi ved x^i^, ^n4-2' • • • ®^®^ y»+l> 
y^^2 • • • henholdsvis a:,, 0:2, ... og y,, ^jj • • •)• 

Ere nu a og y^ R0ddeme i den 2den Grads Ligning 

b — c be — ad 



,2 _j 

^ a " a 



y^^—;r-y- .2 



« + A — 2/r+l 
og ved for r at saette r + 1^ ^ -h 2, . . . r -f- 1? og indsaette hvert 
af disse Udtryk i det foregaaende, findes 

==. __ ^ _ - a/? — - afi 

hvor Ej8edebr0ken har p Led. Yed Reduktion af denne finder man 
let de f0r8te Konvergenter 

8aa at den (p — l)'te Konvergent bliver 

idet (a, /S)^""^ er en forkortet Betegnelse for a^"^ + a^~^ /^ + - . • =-= 



^ il A 
*) Heraf fremgaar, at den uendeUge Kjsedebrok ^^t: d^t; d^ . . . vU 

YSBre konvergent, og have Vserdien «, naar a er den Bod i ligningen 
x^-^- Bx = A, hvis Modulns er mindst. Have Baddeme samme Modolns 
uden at vsBre ligestore, vil SJ8Bdebr0k8n oscillere. 
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"^~y , og {« + 4) («, ^)^-^ - «/« («, 0f-^ = («, )«)^. Maa 
finder saaledes 

1—2 ^ ^a ~ai~ a\V — 8 



y 



(« + /«- yr-hp) «/? («, i8)^~'' •- «/» «/g («. /g)P- 
•■ ~~ (« + ^ - y^^) («, Pl"^-^ - afi («, /»)*-2 

yr+p («. ^)^~' - («' ^)* ' 

eller 

(«, /«)P-1 y^ y^j^ - («, ;«)P y^ - aft («, ^)P-2 y^^ + 

aft (a, ;4)P-» - 0, 
som ogsaa kan skrives som 

(«, ftf-^ (yr yr+p - (« + ;8) yr + «/«) = «^ («, fi)P~^ (yr+p -Vr) 

(p = 2,3...). 

C 

Indf0res heri x^ -] for y^ og multipliceres med a, haves den 

almindelige Relation mellem to af de ubekjendte 
(a, /?)^-^ (axrx^^p + bxr + cx^+p + d) = 

—-^ («, ft)^-'* {Xr^ - X^\ 
Of 

hvor det maa erindres, at ^ ? =— == ?H — ^ • Tages 

heri p -« /2, findes til Bestemmelse af x^ Ligningen 

(a, /5f-^ (ax? + (6 + c) rr,. + d) = 0, (B) 

der xmder den Forudssetning, at (a, yd)**~^ ikke er Nul, giver os 



ad — bc. .v-n_2 . . r C-^) 



de to Vaerdier af x^. 



— (ft + c) + \/(6 + c)2 -4ad 



^'' ~ 2a 



Yed Indsaettelse i Ligningerne ses, at 0verste eller nederste Fortegn 
for alle Vaerdier af r svare til hverandre, saa at den almindelige 
li08ning af de forelagte Ligninger er givet ved 

— (6 + c) + V{b + c)^ —4: ad 



tA/ I = %jC o .'- *4> a -»— • • • ■"— tJu/t 



1=0/2 — ^3 = . . . — ^^ — 

Er derimod (a, fi)^^^ == 0, hvilket knn kan forekomme, naar « : fi 
er en n'te Bod af Enheden, denne selv dog undtagen, eller naar 
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a =^ /9 «« 0, yil Endeligningen (B) vsBre identisk tilfredsstillet for 
alle VaBrdier af x^^ saa at x^ bliver ubestemt. I det forste Til- 
faalde giver da (A) de almindelige Belationer meUenL to af de 
ubekjendte x^^ hvoraf atter andre kunne ndledes. Ssarlig mserkes 
det Tilfselde, hvor a : fi ikke er nogen primitiv ^I'te Bod; denne 
maa da vaere en primitiv p'te Eod af Enheden, hvor p er en vis 
af w's Primfaktorer, og man finder da if0lge (A) x^ = ^r+p' ^ 
saaledes 

Xp —= a?2p = oc^p B= . . . . 

I det foregaaende er stiltiende gjort den Forudsaetning, at ikke 
a = /^ = 0, eller 6 = c, h*' =z ad] de givne Ligninger kunne i 
dette Tilfselde gives Formen 

hvoraf udledes for lige n 
x^ ^= iZJj = a?5 =^ . . . = , og ^2, 0^4, . . . ubestemte, eller 

rCj = ^4 = rcg == . . . = , og a;,, x^^ . . . ubestemte; 

for ulige n findes 

> 2 3 ^ 

Der staar nu kun tilbage at unders0ge TilfsBldet a = 0. Man kan 
da enten lade a aftage mod Nul, hvilket forudssetter, at man bar 
bevist, at R0ddeme i et System af Ligninger i Almindelighed ere 
kontinuerte Funktioner af Koefficienteme , eller man kan, som vi 
nu ville gj0re, behandle Ligningeme direkte. 

Elimination af ^ — 1 ubekjendte mellem p af Ligningeme 
foretages ved at multiplicere den r'te med b^~^, den (r -|- l)*te 
med bP-^^ (— c), den (r + 2)'te med fe^-^(— c)», ... den (r+jp— l)'te 
med ( — c)^~^ og addere, hvorved findes 

bPx^ -. (- c)Pxr^ + d(ft,- c)P-i - 0, (AO 

eller for p ^^n 

(6,~c)»-i((6 + c)i»r + d)«0. (B-) 
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Hvis ikke (6, — c)**~^ — 0, eller 6 -j- c = 0, Andes den almindelige 

Leaning 

d 



b + c 

Er 6 -|- c = 0, medens d er forslgellig fra Nul, ere Ldgningeme i Strid 
med hverandre; er tillige (2 == 0, ere alle de ubekjendte ubestemte. 

{b, — c)**'"^ er Nul, naar er en ?i'te Rod af Enheden 

(denne selv undtagen), og Diskussionen er ganske den samme som 

ovenfor, naar 4 ombytteB med - A. 

Den ovenstaaende Behandling lader sig ogsaa gjennem&re Ted 
det mere almindelige System af ligninger 

a^Xf.oCj.^1 + b^x^ + ^r^r+l + d^ = 0, (r = 1, 2, . . . w), 
Bom ved Substitutionen 

:r, + - - y, 

bringes paa Formen 

Pr (^r + 2/r4-l) = ^r- 
I Diskussionen optrsede visse Determinanter , kjendte fra Kjsade- 
br0kemes Theori. 

(J. L. W. Y. Jensen). 

537. Find Summon af EsBkken 

0. 8. V. 

(Thiele). 

Man bemsBrker erjeblikkelig, at f0lgende to Raekker, dannede 
af Exponenteme til hvert andet Led i den forelagte Potensraekke, 

1, 6, 12, 22, 35, 51, . . . og 

2, 7, 15, 26, 40, 57, . . . 

ere DifferensrsBkker af 2den Orden med 2den Differens .« 3. Man 
ser derfor, at de n'te Exponenter i &rste og anden Raekke hen- 
boldsvis ere 

yn(w + l) — 2n = yn^ — yn og 
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3 , , ,v 3 , , 1 

yw(w + l) — n =— n'+yrt. 

Betegnes den sogte Sum ved «, er altsaa 

8.1 3 _ , 1 

l_s_j(_l)na.!8 a +2(_i)na.a ^ .i _ 

1 

2 (-If a'* * , 

— OD 

og da, 8om bekjendt, den Jacobi'ske ©-Fiinktion er defineret ved 

— 00 

findes 



1-5 



(^^ ^ '^)» ^ -= 1 - (^^ ^i ^y 



Med nyere Fimktionsbetegnelser er ^-Funktionen med Karakteri- 
stiken (0, 1) defineret ved 

— CD 


hvor 

4 _ S (1 _ qHn+l)y 


Saaledes findes 

1 - s -= ^01 (a;i, -^ Za;) = B(l— a:3(n+l)) (i_a3n+2) (i_a;3n+l), 

s = 1 ~ ^01 (a;*, -J- te) = 1 — ^(1 — a;"+^). 

Den forelagte Bsekke er konvergent for | a; | •< 1 ; den frem- 
byder tiUige et Exempel paa en monogen Funktion, som ikke ana- 
lytisk kan fortssettes ud over det nsevnte Omraade, og er saaledes 
en virkelig »fonction ^ espace lacunairec 

^-Funktioneme ere, som bekjendt, ofte en Eilde til maBrkelige 
taltheoretiske Ssetninger, og denne Egenskab fomaBgter sig heUer 
ikke i det foreliggende Tilfselde. Near vi ved n^ betegne Antallet 
af de Maader, paa hvilke n kan opl0ses i en Sum af r forskjellige 
positive Addender, er 
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l—S^n{l—X^)=^l — 2X^ (M, — >22 + ^3 — W4 + . . .), 
1 1 

og man finder derfor ved Sammenligning med den forelagte Raekke^ 

^1 — ^2 + W3 — ?i4 + . . . =c (— !)'»-', 

naar n er af Formen - m (3 m + 1), {m hel positiv). I alle andre 

Tilfaelde er 

w, — n? + ng — W4 + • • • = 0. 

F. Ex. er for wi = 3 og n^lb, 15i=l, 152 = 7, 163=^12^ 

164 = 6, 165 = 1, log = 0. s. V. og 

1 — 7 + 12 — 6 4-1 =(—1)2. 

(J. L. W. Y. Jensen). 



MINDRE MEDDELELSER. 



I Opgave til Br. ved Underv. Nr. 48 har jeg forlangt bestemt 
Antallet af Tal op til en vis Graense (speeielt 10**), som hverken 
ere delelige med 3 eller indeholde noget Ciffer 3. Paa given 
Foranledning skal jeg meddele L0sningen af denne Opgave for det 
Tilfaelde, at Grsensen er et vilkaarligt Miiltiplum af 10, altsaa 10 N, 
Skrives TaUene op til 10 ^ i Rsekker paa 10 i hver, saa see let, 
at alle de Raekker, som ikke helt udelades, fordi de indeholde et 
Ciffer 3, viUe indeholde 4 Tal, som maa udsondres, enten som 
Mnltipla af 3 eller fordi 3 indgaar i dem. Hver af'disse Raekker 
indeholder altsaa netop 6 Tal, som maa medtages, og der bliver 
altsaa kun at s0ge Antallet af Eaekker. Er dette x, saa er det 
S0gte Antal ===: 6 ic. Men x er det samme som Antallet af Tal 
< N^ som ikke indeholde Cifret 3. Opskrives alle disse efter 
deres St0rrelse, saa ses de nmiddelbart at svare til Tallene i et 
Nitalsystem, naar de Cifre, som ere > 3 alle formindskes med en 
Enhed, og x udtrykt i Nitalsystemet kan derfor nmiddelbart aflaBses 
af Cifrene i N. Er f. Ex. iV^ = 21498 saa er x =^ det Tal, som i 
Nitalsystemet skrives som 21387 = 7 + 8.9 + 3.9^ + 1.9^ + 2.9*. 
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Finde6 i iV^ et Giffer 3, saa maa man gaa til det naennest lavere Tal, 
som ikke indeholder noget saadant. F. Ex. til iV == 21395 svarer 
X ss 21288 i Nitalsystemet. Heraf faas altsaa let Losningea af 
Opgaven. Hvis Graensen ikke er et Multiplum af 10, maa maa 
saersMlt unders0ge de sidste Par Tal. (J. 0.) 



OPGAVER TIL LOSNING. 

541. Naar t er Produktet af et ulige Antal Primtal, skal 
vises, at Summeme af de tredie, anden, ferste og nulte Potenser af 
Tallene mindre end og primiske med t forholde sig som de til- 
svarende Summer af Tallene mindre end Vt 

(A. S. Bang). 

542. Man skal bestemme de ubekjendte iCp Xg, • . . a:^ srf 
felgende n Ligninger. 

gp (^n ^r+l) = 0? (^ == 1» 2, . . . w; Xn_^i ■^- Xi\ 
som antages at Tsere irreduktible. Funktionen y) betegner en hel 
rational Funktion. (J. L. W. V. Jensen). 

543. Man skal vise, at 

n^ (n — 1)^ , (n — 2)^ 

"^'M^''^ [n 1] '^«V[n-2] ^••' 
altid er et belt Tal, naar n er positiv hel og 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 L 1 1 



3 



0. S. V. 

(JuL Petersen). 



644. Konstnier en Sexkant, hvis modstaaende Sider ere paral- 
lele, af Sideme. (A. S. Bang). 

645. Qivet 2 rette Linier og i hver et Pimkt. Laeg gjennem 
Punkterne en Cirkel, som af Linierne afekjsere Korder, som have 

a) given Sam eller Differens, b) givet Forhold, c) givet Produkt 

(A. S. Bang). 
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OM MOMENTS JJTNINGEN I STATIKEN^. 

(AP H. G. Zbuthen). 



Naar man i Statiken holder sig til Po in sot's udstrakte An- 
vendelse af Kraft par (»Svingkr8Bfter«), traenges derved let en meget 
vigtig og almindelig Saetning, nemlig Ssetningen om Kraefters Mo- 
mentsum med Hensyn tU en Axe (eller et Punkt) noget tilbage. 
Medens den selv har en st0rre Almindelighed og i sig indbefetter 
de vigtigste Saetninger om Kraftpar, kommer den let til at optraede 
som en F0lge af disse. 

Dette er f. Ex. Tilfaeldet i Jul. Petersons Statik, som jeg 
f0ler mig saerdeles tilfreds med at f0lge ved mine ForelaBsninger 
paa polyteknisk Laereanstalt. Jeg bar, for ikke at ber0ve mine 
Tilh0rere den Lettelse, som en trykt Bog yder, heUer ikke i den 
her omtalte Henseende villet Qerne mig fra Bogen; men efterat 
vaere naaet til Momentsaetningen bar jeg dog fimdet det rigtigt at 
fremhaeve, hvorledes Momentsaetningen — eller denne i Forening 
med den Saetning, som vi kunne kalde ProjektionssaBtningen, 
om den end kan opfattes som Momentsaetningen anvendt paa uen- 
delig §eme Axer — kan f0re til en burtigere og simplere Ud- 
ledelse af de tidligere Saetninger om Kraeffcers Sammensaetning. 
Man kan derved fea et Overblik over disse, som navnlig er nyt- 
tigt overfor den paraUele Theori i Kinematiken om BevaBgelsers 
Sammensaetning ^), 

For at give dette Grundlag for Statiken sin rette Betydning, 
maa jeg begynde med direkte Begnmdelser af Projektions- 
saBtningen og Momentsaetningen. Ved disse og i det 
f0lgende forudsaettes af Saetninger om Eraefters Sammensaetning 
hin folgende to bekjendte: En. Krafts Forskydning hen ad 



Da Indholdet af denne Artikel ikke videnskabelig talt er nyt, tU&g'er jeg 
ikke Citater. Jeg skal kun minde om, at det er Mobius, der i sin 
Statik &frst har mdlsfrt og anvendt Begrebet NuUinier. 

^) Jeg bar tidligere benyttet det sanune Gnmdiag i videre gaaende Fore- 
lasninger over geometiiske Anvendelser af Statik og Einematik. 

V. Bekke. 4. Aargang. 10 
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sinEraftlinie, og SammensaBtningen af to Eraefter, som virke 
paa samme Pnnkt, ved Krsefternes Parallelogram og den 
tilsvarende Opl0siiiiig. Naar der i det f0lgeiide tales om en Om- 
dannelse af et System af EraBfter til et andet, antages denne 
Omdannelse at ske alene ved disse to Operationer. 

1. Projektions88Btningen. Da et Liniestykkes Projektion 
paa en anden Linie i Bummet ikke forandres ved, at Liniestykket 
forskydes hen ad sin Linie, og da Projektionen af en lukket 
Polygons Perimeter er Nul, vil Omdannelsen af et System af 
Eraefter ved de her naevnte to Operationer ingen Indflydelse have 
paa Summon af Eraeftemes Projektioner paa en ret Linie. Altsaa, 
naar et System af EraBfter kan ombyttes med et andet, 
ere Summerne af deres Projektioner paa en og samme 
rette Linie indbyrdes lige store. Holde EraBfter hver- 
andre i Ligevaegt, maa Summon af deres Projektioner 
paa en hvilken som heist ret Linie vaBre Nul. 

2. Momentsastningen i Planen. En Eraffc 45's Moment 
med Hensyn til et Punkt er Eraftens St0rrelse multipliceret 
med Punktets Afstand fra Eraftlinien. Er den positive Eetning 
for en Normal paa Planen OAB given, kan man regno Momentet 
for positivt, naar Eraften AB ses som virkende fra venstre til 
h0jre af en Boskuer, som i Punktet staar paa den positive Side 
af Planen. Momentet er det dobbelte af A OAB, hvis denne 
regnes positiv, naar den ligger tilh0jre for den, der paa Planens 
positive Side gjenneml0ber Perimeteren i den ved Bogstaveme 
angivne Retning. 

Det er indlysende, at Momentet ikke forandres ved, at Linie- 
stykket AB forskydes henad sin Linie. Hvis fremdeles EraBfteme 
AB og AC ved EraBftemes Parallelogram sammensaBttes til AD, er 

A OAD — A OAB + A OAC, 
fordi de have samme Grundlinie OA, og fordi Trekantemes H0jder 
ere Projektioneme af AD, AB og AC paa en Linie vinkelret paa 
OA^). Omdannelser af et System af Eraefter i en Plan forandre 



^) Dette bekj«ndte Bevis medtages ogsaa i Petersons Statik 69. 
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alteaa ikke Summen af deres Momenter med Hensyn til et fast 
Punkt i Planen. 

3. Geometrisk HjselpeBsetning for Momentsaet- 
ningen i Rummet. Et Tetraeder med to modstaaende Eanter 
a og &, hvis lodrette Afstand er A, og som danne Yinklen t;, er 

-T- abh sin v. 
6 

Denne Saetning kan bevises ved at betragte Tetraedret som en 
Prismatoide, hvis Gnmdflader falde i parallele Planer gjennem 
a og 6, og begge blive Nul, medens Midtersnittet er et Parallelo- 
gram med Sideme -^ ft og — 6 og Yinklen v. Den bevises ogsaa 

let ved at dele Tetraedret i to ved en Plan, som indeholder Kanten 
a og den korteste Afstand h. (Traeffer denne korteste Afstand 6's 
Forlaengelse, faas en Differens). 

4. Momentsaetningen i Rummet. En Kraft AB^^ Mo- 
ment med Hensyn til en Linie I er det samme som Momentet af 
dens Projektion paa en Plan vinkelret paa I med Hensyn til Z's 
Skjaeringspunkt med denne Plan. Har I en positiv Retning, 
giver denne en positiv Side af Planen, hvorved Momentet ogsaa 
faar et Fortegn. 

Afssetter man fra 0, som er et vilkaarligt Punkt af Z, 
i denne Linies positive Retning et Stykke OE lig 
Laengdeenheden, bliver Kraften 4J5's Moment med 
Hensyn til Linien I det sexdobbelte af Tetraedret 
OEAB. Denne Sastning, som i 0vrigt f0lger af Hjaelpesaetningen, 
bliver ogsaa rigtig i Henseende til Fortegnet, naar man regner 
Tetraedret for positivt eller negativt, eftersom Stykket fra ^ til B 
ses som gaaende fra venstre til h0jre eUer omvendt af en Beskuer 
med F0ddeme i og Hovedet i E, 

Man faar nu ved Udvidelse af Beviset i 2, B,i naar Kraefteme 
AB og AC sammensaettes til AD^ bliver Resultantens Moment 
med Hensyn til en vilkaarlig Linie I lig med Summen af Kom- 
posantemes Momenter. Er nemlig Vs Skjaeringspunkt med 
Planen ABCD er 

10* 
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Tetr. OEAD = Tetr. OEAB + Tetr. OEAC, 

thi disse Tetraedre have samme Toppunkt E^ og deres Grundflader 
tOfredsstille denne ligning. Beviset kan ikke umiddelbart anvendes, 
naar I er parallel med Planen, men Ssetningens Rigtighed ses da 
ved at projicere Erseftenie paa en Plan vinkelret paa L 

Met Forskydning af en Kraft hen ad sin Eraftlinie ikke kan 
forandre dens Moment, ses det, at naar et System af Ersefter 
kan omdannes til et andet, ere Summerne af deres 
Momenter med Hensyn til en vilkaarlig ret Linie lige 
store. Som n0dvendig Betingelse for LigevaBgt for Kraefter faas, 
at Summon af deres Momenter med Hensyn til en vil- 
kaarlig ret Linie skal vaBre Nul. 

Momentsastningen i Planen er indbefattet i den her beviste 
almindelige Momentsaatning. 

5. Plane Kraefters Sammensaetning. For ikke blot iat 
udlede n0dvendige Ligevaegtsbetingelser af Projektions- og Moment- 
saetningen, men ogsaa finde tilstraakkelige Betingelser, maa man 
gj0re sig Rede for visse Beduktioner af et Kraftsystem, som altid 
ere mulige. 

Ejraefter i en Plan kunne alle opl^ses i to, af hvilke den ene 
gaar gjennem et Punkt A og den anden falder paa en Ldnie a, 
som ikke gaar gjennem A. Linien a maa dog — indtil man har 
vist parallele Kraefters Sammensaetning og Opliaisning —r skjaere 
alle de givne Kraefter, hvorefter den forlangte Opl0sning foretages 
ved Kraeftemes Parallelogram. De fandne Komposanter kunne 
demaest sammensaettes til en Kraft gjennem A og en Kraft be- 
liggende i a. 

Naar Summon af de givne Kraefters Momenter med Hensyn 
til A er Nul, maa den paa a Uggende Kraft forsvinde. Punktet 
A er altsaa beliggende paa en Kraft, som kan traede i Stedet for 
alle de givne og kan kaldes deres Resultant. Den rette linie, 
paa hvilken denne falder, bestemmes altsaa ved Ligningen 

2Fp — 0, 

hvor P betegner en vilkaarlig af de opgivne Kraefter, p et Punkts 
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Afstand fra dennes Eraftlinie, regnet positiy til hejre for Eraft- 
retningen. Derved faai man en bestemt Nonnalform 

p — cos a . ic + si/j a . «/ + ^ 
for Liniens Ldgning. 

Resultantens St0rrelBe B og Retning fear man ved at anvende 
MomentsfiBtningen paa et vilkaarligt Punkt i Planen. Betegner r 
Pmiktets Afistand (med Fortegn) fra Resultanten, er 

Rr^ iPp-^ax + by ^ c=- Va^~-\-'F^ (cos j3.x-^sinfi.y + c) 



eller idet r ^^ cos jS .x -{- sin fi ,i/ -{- c, iJ == Va"^ -j- 6^. 

Regnes denne St0rrelse positiv, bliver Resultantens Nonnalform 
faldkommen bestemt, Resultantens Retning, tilhejre for hvilken 
A&tande skulde regnes positive, altsaa ogsaa. 

Et Udtryk af f0rste Qrad ax -{- by -{- c fear altsaa her en 
umiddelbar Betydning, nemlig Momentet af en Kraft, der er fuld- 
kommen bestemt ved a, b og c, med Hensyn til Punktet {x^ y), 

Kun det specielle Tilfaelde, hvor a = 0, 6 =« 0, maa sserlig 
unders0ge8. I dette TilfsBlde bar Kraften, eUer de Kraefter, som 
den erstatter, samme Moment c med Hensyn til alle Punkter i 
Planen. KraftUnien fjemer sig i det uendelige, og Kraftens St0r- 
relse bliver Nul. Vi ville kalde den enGrsensekraft, og den 
iarakteriseres ved sit Moment. 

6. Parallele Kraefter. Da to Kraefter, som skjsere hin- 
anden, umiddelbart kunne sammensaettes ved Kraeftemes Parallelo- 
gram, skal Momentsaetningen — uden det analytiske Apparat — 
her kun saerlig benyttes til Sammensaetning af to parallele Kraefter 
P og Q. Kaldes et vilkaarligt Punkts Afetandie fra disse p og q 
og fra Resultanten jB r, haves 

Pp + Qq-^Br. 

Resultantens Beliggenhed findes ved at saette r = 0. Dens St0r- 
relse kunde demaest findes ved at anbringe Punktet paa en af de 
to Kraefter (p =- 0, eller q -= 0), men feas umiddelbart ved at 

§eme det i det uendelige, hvorved Lim — «- Ldm — = 1, altsaa 

r r 

-B — P + Q. Det samme ses ved Projektionssaetningen, 
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Hvis Q ^ — P, bliver Resultanten en GrsBiisekraft, hvis 
Moment med Hensyn til alle Planens Punkter bliver 

Rr ^. P{p - q), 
hvor j? — g er Afstanden fra Kraften Q til Kraften P (regnet med 
Fortegn), og altsaa virkelig er uafhaengig af Punktets Beliggenhed. 

Omvendt kan man altid ombytte en Grsansekraft, eller Ersefter, 
hvis Resultant er en Orsensekraft, med to paralLele, lige store og 
modsatte Kraefter, Som alt vist kunne de nemlig altid ombyttes 
med en Eraft gjennem et Punkt A og paa en Linie a, som ikke 
gaar gjennem A, Den f0r8te af disse kan ikke skjaere den sidste, 
og, hvis de ere parallele, ikke vaere nogen anden end den lige 
store og modsatte, da man ellers fik en saedvanlig Resultant. Idet 
Punktet A og Linien a kunne vaelges frit, ses det, at de to 
Kraefter kunne vselges paa uendeUg mange Maader og kun til- 
fredsstille den ene Betingelse, at deres Momentsum med Hensyn 
til et vilkaarligt Punkt, som er den samme som Produktet af deres 
St0rrelse og Afstand, bar den Vaerdi, som karakteriserer Grsense- 
kraften. De to Krsefter, som erstatte denne, siges at danne et 
Kraft par og deres konstante Momentsum kaldes Era ft parrots 
Moment, Det ses, at et Eraftpar kan ombyttes med et andet i 
samme Plan, som bar samme Moment. 

De bekjendte Regler for Sammenssetning af et vilkaarligt 
Antal parallele Ersefter ere umiddelbare Anvendelser af Moment- 
og Projektionsssetningen. Disse vise ogsaa, at SammensaBtningen 
af en sajdvanlig Eraft og en Graensekraft i samme Plan giver en 
Parallelforskydning af den Jeirste. 

7. Plane Eraefters Ligevaegt. Naar Summeme af givne 
EraBfters Momenter med Hensyn til to Punkter i Planen A og B 
ere Nul, vil Eraeftemes Resultant i Almindelighed falde paa AB, 
og Momentsummen med Hensyn til et Punkt C uden for AB vaere 
Resultantens Moment med Hensyn til C Er nu ogsaa dette 
Moment Nul, maa der vaere Ligevaegt. 

Eraefter i en Plan holde hverandre i Ligevaegt, 
naar Summerne af deres Momenter med Hensyn til 
Yinkelspidserne i en Trekant ere Nul. 
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At Momentsummen med Hensyn til A bliver Nul, viser, at 
Kraeffceme kunne reduceres til en Eraft gjennem A, At dennifi 
radste bliver Niil, kan vise sig ved, at Summen af dens Pro- 
jektioner paa to Linier, der ikke ere parallele eller sammen- 
faldende, blive Nul. Altsaa: Krsefter i en Plan holde hver- 
andre i Ligevasgt, naar Summerne af deres Projek- 
tioner paa to rette Linier i Planen, der skjaere hin- 
anden, og af deres Momenter med Hensyn til et Punkt 
i Planen ere Nul. 

8. Sammensaetning af Kraefter 1 Eummet. En Kraft 
i Rummet F kan ombyttes med to, af hvHke den ene gaar gjennem 
et fast Punkt A^ den anden falder i en fast Plan «. Dette sker 
alene ved Operationer i Planen AP. Er denne Plan specielt 
parallel med Planen u — hvad man for 0yrigt, naar der kun er 
et endeligt Antal Krsefter, kan undgaa ved Valget af a — bliver 
den i a faldende Kraft en Graensekraft, hvis Moment aabenbart er 
Momentet af P med Hensyn til Perpendikulaeren fra A paa a. 

Ved endvidere at sammensaette Kraefter gjennem A og blgesaa 
i a kan et System af Kraefter i Rummet ombyttes med to Kraefter, 
af hvilke den ene gaar gjennem A^ den anden ligger i «. 

Kraften gjennem A kan endvidere opljsfses i en Eraft, virkende 
efter en vilkaarlig ret Linie I gjennem A^ og en, som skjaerer 
Eiaften i a, (eller hvis denne er en Graensekraft, er parallel med a) 
Denne sidste kan sammensaettes med Kraften i » til en Kraft, 
virkende efter en Linie m. Da I var en vilkaarlig Linie gjennem 
det vilkaarlige Punkt ii, kunne Kraefter i Rummet om- 
byttes med to, af hvilke den ene virker efter en fuld- 
kommen vilkaarlig Linie I. Den Linie m, hvorefter den 
anden Kraft virker, kaldes dennes konjugerede Linie. 

Hvis Linieme I og m skjaere hinanden, kunne de efter dem 
virkende Kraefter ombyttes med en enkelt Resultant Den 
konjugerede Linie m til Z kan da ombyttes med enhver anden 
lanie i det ved Z og w bestemte Liniebundt, og den enkelte 
Resultant selv bliver konjugeret til aUe Linier i Rummet, 
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Naar der er LigevsBgt, kunne hvilke som heist to Ldnier 
betragtes som konjugerede. 

I alio andre Tilfelde maa I og m vaere to Linier, som ikke 
skjeere hinanden, og det vil i 9 vise sig, at den ene fuldstsendig 
bestemmer den anden. 

9. Nnllinier. En Linie, med Hensyn til hvilken et System 
af Kraefter har Momentsummen Nnl, kaldes enNullinie for dette 
System. Enhver Linie, der skjaerer to konjugerede Linier, maa 
vaere en Nullinie, og omvendt maa en Nullinie, der skjaerer den 
ene af to konjugerede Linier, ogsaa skjaere den anden. Heraf felger, 
at naar der hverken er LigevsBgt eller en enkelt Re- 
sultant, maa alle Nullinier gjennem samme Punkt til- 
lige ligge i samme Plan. Denne bestemmes nemlig ved 
Punktet og den konjugerede Linie til en vilkaarlig Linie gjennem 
dette. Paa samme Maade indses det, at alle Nullinier i samme 
Plan gaa gjennem samme Punkt. 

At en Linie I nu ikke foruden m kan have en anden kon- 
jugeret Linie, ses af, at denne, naar A og B ere vilkaarlige 
Punkter af ?, maatte ligge i Planeme Am og Bm, hvilke ikke 
Mde sammen. 

10. Ligevaegtsbetingelser. Naar der gjennem et Punkt 
A gaar tre Nullinier, som ikke ligge i samme Plan, maa Erafk- 
systemet kunne reduceres til en Kraft gjennem A, Denne sidste 
vil bKve Nul, naar dens Projektioner paa de 3 NuUinier ere Nul, 
og ligeledes, naar dens Momenter med Hensyn til de tre Sider i 
en Trekant, hvis Plan a ikke gaar gjennem A ere Nul. (Dette 
sidste alene vilde vaere Betingelse for, at Kraftsystemet kan redu- 
ceres til en Eraft i a). Som simple Former for de tilstraekkelige 
Ligevaegtsbetingelser faas da: 

Et System af Kraefter er i Ligevaegt, naar Sum- 
merne af Projektionerne paa de tre Kanter i et tresidet 
Hj0rne og af Momenterne med Hensyn til disse Linier 
ere Nul; ligeledes naar Summerne af Momenterne med 
Hensyn til Kanterne i et Tetraeder ere Nul. 

Disse tilstraekkelige Ligevaegtsbetingelser give ogsaa Betingel- 
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seme for, at et System af Ersefter kan trsede i Stedet for et 
andet. Der maa nemlig vsere LigevsBgt mellem det ene System 
og Ersefter lige store med og modsatte dem i det andet. 

11. Anvendelse paa Kraftpars Sammensaetning. En 
Orsensekrafts eller et Kraftpars Moment med Hensyn til et vilkaarligt 
Punkt i deres Plan er tillige Moment med Hensyn til en vilkaarlig 
Axe vinkelret paa Planen. Det afsaettes ' paa en saadan Linie, idet 
Betningen bestemmes ved de i 4 givne Hegler (c: paa saBdvanlig 
Maade). Dette Liniestykke kaldes Eraftparrets Axe. Krafkparrets 
Momentsum med Hensyn til en vilkaarlig ret Linie { i Bummet er 
Axens Prqjektion paa denne, hvad man kan se ved at omdanne 
Eraffcparret saaledes, at de Krseffcer, der sammenssBtte det, bHve 
paraUele med den af Linien I og Axen, som man kan lade skjsere 
denne, bestemte Plan. 

Nu ses det, at Sammenssetning af to Kraftpar give et 
tredie, hvis Axe er tredie Side i en Trekant, hvis 
to andre Sider ere Axer for de givne Kraftpar. Da 
Projektionen af denne tredie Side paa en vilkaarlig ret Linie er 
lig Summon af de to andre Siders Projektioner, ses det nemlig, at 
det nye Kraftpar giver samme Momentsum med Hensyn til en 
vilkaarlig ret Linie som de to givne tilsammen. 

12. Analytisk Bestemmelse af Nullinier. For Pla- 
nens Yedkommende bestemtes Besultanten analytisk som geometrisk 
Sted for de Punkter, for hvilke Momentsummen er Nul. Et Kraft- 
system i Bummet karakteriseres paa lignende Maade ved sine 
Nullinier. Til disses analytiske .Bestemmelse beh0ves et Linie- 
koordinatsystem i Bummet. Er man ikke forud i Besiddelse af et 
saadant, kan man omvendt danne det ved Anvendelse af de her 
meddelte statiske Betragtninger. Denne Yej — som dog ogsaa er 
ftdgt af andre — er jeg gaaet i en Afhandling i Iste Bind af 
Hathematische Annalen. 

13. Chasles' Ssetning. Som endnu en Anvendelse* af 
MomentsBBtningen skal her endnu kim tilf0jes et Bevis for den 
bekjendte Ssetning, at naar man paa forskjellig Maade ombytter et 
Kraftsystem med to Krsefter, vil det Tetraeder, som bar disse til 
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modstaaende Ranter, have et konstant Yolumen. Betegner p og q 
et saadant Par, r og s et andet, skal man altsaa have 

ipq) =- (rs), 
idet (ah) i Almindelighed betegner Volumen af et Tetraeder med 
to Liniestykker i Rummet til modstaaende Kanter. Idet Linie- 
stykkeme have en bestemt Betning, fear Tetraedret ogsaa et For- 
tegn, og det ses let, at (aft) — (ha). 

VaBlges a vilkaarlig, giver MomentsaBtningen 

(ap) + (aq) — (ar) + (as). 
Saettes efterhaanden p og q for a, &as, idet (pp) = o. s. v. 

(pq) =: (pr) 4- (ps) = (qr) + (qs) — - {{pr) + (ps) + (qr) 4- (qs)), 

som paa Grund af Symmetrien bliver = (rs). 

Anmaerkning. Vil man overiizfre den her beskrevne Theori 
paa Kinematiken, er det som bekjendt kun Udgangspunktet, der 
bliver noget forskjelligt. En Rotations Moment med Hensyn tQ en 
Linie, bliver Komposanten efter denne Linie af den Hastighed, som 
et vilkaarligt af dens Punkter faar ved Rotationen. Dette ses let 
ved at fi:«mstille Momentet ved et Tetraeder som i 4. MomentsaBt- 
ningen bliver derved simplere end Saetningen om Sammensaetningen 
af to Rotationer med Axer i samme Plan, og det bKver derved 
naturUgst at udlede denne af hin. (Se min Artikel i dette Tids- 
skrifts Aargang 1883, S. 156—63, saerUg S. 161). 



NOGLE BEMiERKNINGER OM EN KLASSE KOMBINA- 

TORISKE OPGAVER. 
(af S. Heetzspbung). 



Here her i Tidsskriftet fremsatte Opgaver, hvori der forlanges 
AntaUet af Maader, paa hviLke en given Maengde Mementer kan 
gnUpperes, naar visse Betingelser skuUe opfyldes, lade sig ]»8e paa 
en ensartet Maade ved Hjaelp af Differenser af h^rjeie Orden. 
Denne Fremgangsmaade giver tillige simple Udtryk for visse 
Ojennemsnitsantal og disses Middelafvigelse. 
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Hvad jeg hermed mener vil det vsere lettest at oplyse under 
Exemplets Form. Jeg vil hertil vaelge Professor Thieles Opgaver 
300 og 301, der i Forening kunne udtrykkes omtrent saaledes: 

Et Selskab af n Personer, bvoriblandt k ^gtepar, tage Plads 
if0lge LodtraBining rundt om et Bord. Hvor mange Grupperinger 
ere mulige, naar ingen Mand maa sidde ved Siden af sin Kone? 
Hvor mange Maend komme i en Gruppering gjennemsnitlig til at 
sidde ved Siden af deres Koner? Og hvor stor er Middelafvigelsen 
til dette Gjennemsnit? 

Lad 08 kalde de gifte MaBnd A, B, C . , . K og deres Koner 
henholdsvis a, b, c . . . k. H:h skal betyde, at Manden H sidder 
adskilt fra sin Kone /i, Hh derimod, at de sidde sammen. Symbolet 

A : a, B:b, C:c, Dd^ Ee 
skal betegne Antallet af miilige Grupperinger, som tilfredsstiUe den 
Fordring, at A sidder adskilt fra a, B fra 6, C fra c, medens D 
sidder ved Siden d og E ved e. Symbolet for alle andre Hgnende 
Antal vil forstaas heraf uden videre Forklaring. 

Der er nu f0rst f0lgende simple lagttagelse at gj0re. Man 
maa have 
A:a, B:b, C:c^ Dd. Ee — A:a, B:b, C:c, Dd, Ee, Ff^ \ .^. 

A:a, B:b, C:c, Dd, Ee, F:f, f 

Thi Betydningen heraf er kun, at man af Minuenden, i hvis Grupper 
F og f kunne sidde paa hvilke som heist Pladser, borttager dem, 
hvori de sidde ved Siden af hinanden, og altsaa faar de Grupper 
tilbage, hvori de sidde adskilte. 

Der som man nu i en Differens som denne (og i alle andre 
tilsvarende) kan ombytte D og d med F og /, altsaa dersom 
man har 

A:a, B:b, C:c, Dd, Ee, F-.f = A:a,B:b, C:c, D:d, Ee, Ff, (2) 
hvilken Ombytning i denne specielle Opgave jajensynlig er til- 
stedelig, vil f0lgende Skema, hvori Jq betegner A: -(- 1 Funktions- 
vserdier, Jj, Jg, J3...Z/;;. deres Differenser ' ), vsere rigtigt: 



*) Det er bekvemmebt her mod Ssedvane at strive Rsskkeme op med af- 
tagende Led ovenfra nedefter. Til Gjengjseld maa saa Differenser af 
afbagende Led regnes positive, af voxende negative. 



156 



Aa 

Aa,Bb 
Aa^ Bby Cc 
Aa, Eb, Cc, Dd 



A:a 
A:a,Bb 
A:a,Bb,Cc 
A:a,Bb,Cc,Dd 



Ad^Bb, — li 
Ad, Bb, .... li, Kk 



A:a, BbjCc. li 
AiUyBb, Cc.IijKk 

A:a,B:b,C:c ...I:i 
A:a,B:b,C:c ... I:i, Kk 



A:a,B:b 
A:a,B:b,Cc 
A:a,B:b,Cc,Dd, 
A:a,B:b,Cc,Dd,Ee 



A:a,B:b,Cc,Dd...Ii 
A:a, B:b, Cc, Dd...Ii, Kk 

A:a,B:b,C:c ... I:i,K:k. 



Hen Yil altsaa Jj^ angive det S0gte Antal af Grupperinger, hvori 
enhver af ^gtemaendene sidder adskilt.fra sin Kone. 

Man ser, at 0ver8te Jq, som er betegnet med , angiver 

Antallet af alle mulige Gfrupperinger uden specielle Betingelser, at 
jarverste Jj^ angiver Antallet af Grupperinger, hvori de h bestemte 
Msend A, B, C . . . H sidde adskilte fra deres Eoper, uden at der 
er festsat Betingelser for Placeringen af de andre, medens nederste 
^^ giver Antallet, naar Maendene A, B, C . . . H sidde adskilte 
fra deres Koner, og hver af de 0vrige Maend skal sidde ved Siden 
af sin Eone. 

Man ser endvidere, hvorledes det strax ved den anden J 
bliver maidvendigt, at den ved (2) omtalte Bytning er tiUadelig, idet 
man umiddelbart kun bar 

Aa — Aa, Bb = Aa, B : b 
i Stedet for Skemaets A: a, Bb. 

Kaldes St0rrelseme /l^ ovenfra nedefter for tvj^, Wj^__i, 
^k—^ ' • • ^^07 saa at w;jfc_^ betegner Antallet af de Grupperinger, 
i hvilke de bestemte Maend A, B, C . . . H sidde ved Siden af 
deres Eoner, medens alle 0vrige Personer kunne sidde paa vil- 
kaarlige Pladser, bliver altsaa f0rst efter den saedvanlige DifFerens- 
formel 



(3) 
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^* = w* — y »>k-i + 1^^ «'*-2 — • • . • + (— 1)* w'o- (4) 

Betegne vi demaBst den nederste Rsdkke Differenser i (3) med 
^0' ^1' ^2 '" ^ki s^^ ^^ specielt 8j^ =» Jj^^ saa vil Antallet af 
Grupperinger, hvori h hvilkesomhelst af MsBiideiie sidde ad- 
skilte fra deres Koner, medens hver af de 0vrige Maend sidder ved 
Siden af sin Kone, vaere 

og f0lgelig maa det hele mulige Antal Grupperinger vaere 

+ ^k, k—2 ^k-2 + ^A;, A— 1 <^^•-l + ^k, k h 
eller 

^k-^^o+Y^^+'^^T^^^+'''' y 

^ (5) 






Denne Ligning er ogsaa korrekt, da den kun angiver den almin- 
delige Summationsfomiel, som udtrykker ivj^. ved Differenseme 8. 

Multipliceres nu Leddene i hiarjre Side af (6) med henholdsvis 
^05 -^i> -^2 . . . -4^, om hvilke St0rrelser naermere senere, og 
saBttes, idet Leddene tages i omvendt Orden, 






saa konne, eftoisom ^}^ er den h'de Differens af Stcnrelseme 
^h> Wa_1i Wo) Leddene i Iwgre Side sktives 

hh =^ft«'*-^AY«'jfc-l + ^k \~2 ^ k-Z —■• 

^k~iYh~i = ^k-lY^k-\— ^k-iY-~r^k-%+ ■••('^ 

0. a. T., idet hver af Bsekkerne ender med det Led, som inde- 
holder «;,. 
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JAgmngi 



Qwj^j vil, hvad man med lidt Opmserksomhed ser, Eoeffidenten 
for tvj^^j^ paa hfijre Side bKve 

Da Parenthesen her er den /I'de DifPerens af Aj^, ^k—i • • • -^jfc— ■*» 
maa, hvis St0rrel8eme A danne en Differensrsekke af lavere Orden 
end A, Parenthesen blive NuL 

Men dersom man nu sastter Aj^ — 0, -l;t— 1 '^ ^> -^ifc— 2 *" ^' 
... -4.Q = A:, viser (6), at Q bliver det gjennemsnitlige Antal af 
M»nd, der i en Grappenng komme til at sidde ved Siden af deres 
Eoner. Kaldes dette Gjennemsnit O eg bemaarkes, at -4. 'erne her 
danne en Differensrsekke af f0rste Orden, saa at i (7) alle Led 
efter wj^^i bortMde, bliver der af (7) kun tilbage 

Gwj^ «- fcw]^_i eller 

O ^k -^—5. (8) 

^k 

Og dersom man saetter ^^ = (0 — qy, ^k—l = (1 ~- QV^ 
Aj^_2 — (2 — «)* . . . -4o — (* — ^)^ Oliver i (6) Q = Kvadratet 
af Middelafvigelsen paa et antaget Antal q af Maend, der i en 
Gruppering komme til at sidde ved Siden af deres Koner. Da 
J.'eme her danne en Differensrsekke af 2den Orden, faar man, 
naar Middelafvigelsen kaldes fig^ (7) indskraenket til 

+ (1 - qy ktvj,_^ ^ (1 - qy k(k~l) wj,^^, 

hvoraf 

/i*g w;o — 3* w;ik + (1 — 2 g) kwj^_^ -\-k(k — l) Wj^__^. (9) 

Specielt faas heraf, naar (8) enndres, 

^^ = (?-(?»+ A (A —1) ^. (10) 
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Da n Personer kunne tage Plads om et Bord paa [n — 1] 
Maader, naar man ikke regner de Grupperinger, der faas af hin- 
anden ved Eorskydning af hele Eredsen, som forsl^ellige, og da 
to Personer, som skulle sidde sammen, kmme betragtes som en 
Person, dog at de to ved at bytte Plads fordoble Antallet af Grup- 
penngeme, bliver i Pro£ Thieles Opgave 

w^ ~ [n — 1], 

wj^_l — 2[n — 2l 

Wq == 2* [w — A: - 1]. 
Heraf faas i&lge (4) 

^*"["-l]-y2[«-2]4-^*-~^^2n«-3]-... 

+ (-l)*2*[n — A— 1 
og ifalge (8) og (10) 

n — 1 

a 2 ft / 2k 2 (ft — 1) \ 

^^^n-TV^ w~l+ n-2 /' 

stemmende med de Eesultater, hvortil Dr. Gram er kommen ad 

anden Yej (Aargang 1876, S. 92). 

Af de s0gte Storrelser kiinde i 0vrigt O findes simpelt saa- 

ledes: SandsynHgheden for, at af de to Personer, der i en Gmp- 

pering komme til at sidde ved Siden af en bestemt Mand, den ene er 

^n— 2 1 2 
bans Kone, er -^ ^ -« , hvilket, da der er ft ^gtepar, 

gaver, der nsBvnes i det f0lgende. 



Formleme (4) — (10) ere anvendelige paa enhver Opgave, der 
lader sig passe ind i et Skema som (3). Dette er ofke Tilfeeldet 
med Opgaver, hvori der s0ges AntaUet af Grupperingsmaader, som 
opfylde ft ensartede Betingelser (i forrige Opgave Betingelseme A 
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8kal sidde adskilt fra a, £ fra 6, . . . X fra &). u;^ vil da vaere 
Antallet af alle mulige Grupperingsmaader, Wj^__]^ Antallet af Grap- 
peringsmaader, der tilfredsstille den Fordring, at h bestemte Be- 
tingelser af de i skulle vsBre brudte. I Skemaets Diiferenser, 
som maa laeses paa den til hver Opgave svarende Maade, maa den 
ved (2) omtalte Ombytning vaere tilladelig *). Er alt dette 1 Orden^ 
giver J^ det S0gte Antal, Q Gjennemsnitsantallet af brudte Be- 
tingelser i en Gruppering (eller, om man hellere vil, A: — O Gjen- 
nemsnitsantallet af opfyldte Betingelser i en Gruppering) og 
endeHg fi^ dette Gjennemsnitsantals Middelafvigelse. — Ogsaa 
Opgaver, i hvilke der kun forlanges Gjennemsnitsantal, lade sig 
undertiden bringe paa denne Form. 

Det, der vindes ved Fremgangsmaaden, er, at Opgaven redu- 
ceres til Bestemmelsen af Sterrelseme w, hvad der i Eeglen er en 
betydelig Simplifikation. 

J eg skal nu tillade mig at vise et Par Anvendelser. 



Opg. 402. Find i en Determinant Antallet af Led, som ikke 
indeholde Elementer af DiagonalrsBkken. 

Ere Elementeme af Diagonalrsekken k i Tallet, nemlig A, j5, 
C, . . . Kj saa bestaa de k Betingelser i, at A ikke, B ikke, . . . . K 
ikke maa findes i de Led, hvis Antal S0ges. Altsaa skal Wj^^j^^ 
som betyder AntaUet af Led, hvori h bestemte Betingelser af de 
k ere brudte, vaere Antallet af Led, som tilfredsstiller den For- 
dring, at de h Elementer J., B^ C . . , H forekommer i hvert af 
dem. I Skemaet (3) bliver H:h at Isese »£r forekommer ikke i 
noget af Leddene«, Hh derimod ^H forekommer i hvert af Leddene*. 



^) En Opgave, hvoii denne Ombytning ikke er tilladelig, men som ellers 
vilde lade sig behandle ad denne Yej, er: »80g Antallet af Maader, 
hvorpaa Tallene a^^ ci^^ a^ , . . ay^^ kmme opstilles i Badkke, naar to 
Tal, hvis Indices ere en Enbed forskjellige, ikke maa staa ved Siden af 
hinanden.« Med lignende Symbol som i fonige Opgave, vilde man her 
vel have f. Ex. \ c^ia^^ a^a^ — ^ : o^, OsOg, 0304 =^ Oj : o^, OtOt, (h'^^i 
men man har ikke ai : o^, 0%^^ o^ : 04 =» o^ : o^, a^:a^^ ^C'^t ^det disse 
Antal f. Ex. for n = 4 blive henholdsvis 6 og 2. 
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Ddn ved (2) omitalte Bjining* er oabebbul; tilMi iStn tita vA^ti. 
Eegning Btskken af w at Tssre 

«'* — [Ar], 

w, - [1], 

t^o - [0] « 1. 
Og altaaa blTver if0lge (4) det 80gte Antal den k'de DiSet^ 

sf disse 8t0rrelser, hvilket jeg tidligere (1879, S: 135) har angiVef 

\fc\ 
at vaere det hele Tal naermest ved — . 

e 

Man behflFvede nu ganske yist ikke dette Apparat for at lace 

dea lille Opgave. Men man &ar ved denne L08ning som Tillaeg, 

at Gjennemsnitsantallet af Mementer fra Diagonalisekken er i et 

Led af Determinanten i&lge (8) 

Wo [k] 

uafluengig af k, og at Hiddelafvigelsen paa O i&lge (10) er 

^^-^(A-D^^Ul. 

ogsaa uafhffingig af k, 

I en anden Indklasdning af samme SpiBfrgsmaal vil Resultatet 
0—1 sige f0lgende: 

k Numre fordeles ved Lodtr»knmg til k Personer, et til hver. 
Berefter indsamles Numrene, og Fordelingen ved Lodtrsekning 
gjentages. Der vil da uden Hensyn til St0nelsen af k bliye i 
Gjennemsnit netop 1 Person, der faar samme Nummer begge Gange. 



Opgave af Oppermann (Iste Aarg. S. 78): Et Antal af a 
■^gteskaber indgaas meUem m Ungkarle, tn, Enkemsend og/Piger, 
/, Enker (altsaa m + Wi — /4"/i — «)• Hvert af disse ^gte- 
skaber vil h0re til en af Gruppeme: Ungkarl med Pige, Ungkarl 
med Enke, Enkemand med Pige, Enkemand med Enke. F0res alle 
mulige Kombinationer i Regning, hvor stort bliver da Middelantallet 

V. BiBkke. 4. AaigdOig. H 
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i hTer Orappe og den :ta samine htfrende Middelafidgelse efter d» 
mindste Eyadiaters Hethode? 

S0geB Gjennemsnitsantallet og Hiddelafngelsen for Grappen. 
mfy Til Opgaven kunne l^ses ved den oven angivne Fiemgangs- 
maade, idet man tsenker sig det Sp^rgsmaal fremsat, paa hy<»- 
mange Maader de m ITngkarle A, B^ C . , . M knnne v»lge 
Hustruer blandt de a Eyinder, naar de m Betingelser skiille op- 
fyldes, at hver af de m Ungkarle skal vselge blandt de /| Enker. 
Dette Fadt, der naturligvis kan faas simpelt, er der ikke direkte 
Bnig for, men hvis dette Spergsmaal liefses ved Hjsolp af Skema 
(3), blive Q og fA netop de 80gte St0rreLser. ti;^_^} som skal 
T8ere Antallet af Maader, hvorpaa de m Ungkarle kunne v»lge 
Hnstmer blandt de a Evinder, dersom h bestemte af de opstUlede 
Betingelser ere brudte, bliver nemlig da Antallet af Maader, hvorpaa 
de m Ungkarle knnne v»lge Hustruer blandt de a Evinder, naar 
de h Ungkarle Ay B, C . . , H ikke maa TSdlge blandt de /| 
Enker, altsaa skulle vaBlge blandt de f Tiger. Opgaven passer saa 
i Skemaet, naar H: h IsBses »Ungkarlen H gifter sig med en Ebikes 
og Mh Iseses »/f gifter sig med en Pige.« 

Antallet w^^j^ indses uden Regning at vflBre 

W C/; h . [m — h] Ca_^^ ^_f^ 

ener u;^.^ - ^^— ^ . j^^— ^j. 

Denf fiMS de tre ctverste to, nemHg 

[g] 
« "[a — my 

Wm-2 —fif— 1) r'* ~ \ 

og det Bffgte Ojennemsnit og MiddelafTigelseii bliTer ifidge (8) 



Of — m 



w — 1 ^ mf 



og iCdge (10) 
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^(^ a a* ' ^ a (a — 1) 



a« (a — 1) 



a* (a — 1) 
Btemmende med, hvad Direkt0r Bing bar fdndet (1871, S. 69). 

At adskilUge af St^rrelseme w^^ ^m—l • • * ^o ^ deres 
Diiferenser her kunne blive Nul, SYSokker aabenbart ikke Methodens 
Qyldiglied. Sfter deres Betydning kan ingen af dem blive negativ. 



Endelig t0r jeg maaske viae Anvendelsen paa en Opgave, jeg bar 
stillet i 1879, men for 0viigt den Qang ]0Bt paa anden Maade, nenUig 

Opg. 408. I en Pose haves nv Eugler af v forskjellige 
Farver, n af bver Farve. Paa hvor mange Ifaader kan man nd- 
tage r Eugler saaledes, at der i de udtagne er mindst 1 Engle 
af bver Farve? 

Ealdes Farveme J., B, C . . F, vil w^__j^ betyde AntaUet af 
Udtagningsmaader for r Eugler, naar de h Farver A;, B^ C . . , H 
ikke maa findes deii Dette Antal er aabenbart simpeltiien 

*^©— 1 "= ^n(w — l),r> 

Det S0gte Antal bliver da den v'de Differena af diase Stfltrrelser, eUer 

yt r «r > ^ (^ — 1) r> 

^v"^ ^nv,r"~^^n(«— l),r "i f^ ^fi(«— 2),r"" • • •> 

idet der fortsaettes, tQ et Led bliver Nul. 

Det bemsdrkes med Hensyn til Opgaven, at den tilsyneladende 
nnrliggende L0sning: Man udtager ftfrst 1 Eugle af bver Farve og 
multiplioerer Antallet af disse Udtagningsmaader med Antallet af 
Maader, hvorpaa de ffrtige r — v Eugler kunne udtages af hele 
Besten, er urigtig. 

n , - 

11* 
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EN FLADE, FBA HVILKEN STRAALER UDGAAENDE 
FEA ET FAST PUNKT TILBAGEKASTES PARALLELT 
MED EN GIVEN PLAN OG GJENNEM EN GIVEN LINIE 

VINKELRET PAA DENNE. 

(AF FYBniOENI0B J. S. FIiBISCHEB). 



TageB i et retvinklet Eoordinatsystem XF-PIanen til Betniiigd- 
plan, Begyndelsespunktet til det &ate Punkt, hvorfra Lysstraalerne 
udgaa, bg en linie (parallel med Z-AxenX i XZ-Plaaen, i A&tand 
I fra Z-Axen til Samlingslinie for Stnaierne, £ui8 Lagningenie for 
Stimalen eg den tilbagekastede Straale hmholdsvis: 

IX — a y —b 
z =-c, 
idet a, 5 og c ere Eoordinateme tQ Punktet paa Fladen. 

Disse 2 linier skoUe altsaa danne lige store Yinkler med 
Nermalen til Fladen i Punktet (a, b, c) og ligge 1 en Flan med den, 
hTilket er TilfsBldet naar: (idet Fladens Ligning ^ Fip^^h^c) — 0) 

dF . y dF . dF 



±.«-rTTM:^.y(«)+(f)V(g) 



^ da dc 



Og Aa + Bb + Cc^O; A{l — a) — Bb^O; A^ + B^ + 

dF 

6* ^ = 0, idet J., £ og C ere Eonstanteme til Planen, bestemt 

TOd Ni^malen og de 2 Straaler; en Plan, som altsaa gaar gjenaaia 

Begynd^espunktet Yed at bortskaffe A, jB og C, &a8: 

dF l — a dF I dF 

da 6 db c dc ^ ' 
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Af Tiigning A) fiwa; 

[a V{1 — a)» + 6« + (J — o) Vo* + 6» +^] ^ + 



i [v'(? — a)» -f i»» + V^o' + 6» + c»] ^+ cl/(i - o)» + J» . ^-- 0. 

Af de to sidste Ligninger fuus: 

dF 

da dc 

^■~ da 
dc 

[c» (? — a) + fc« j]V^-a)* + &*+&*.LV'a*-f 6» +c»] 

c [(o (Z— a)— 6») V(/ — o)» + 6« + ((?— o)» + 6») Va« + &» + c»] 

og 

d^ 

dF"" d6 
dc 

6 [(?a + c») V(/ — o)»~+T» + ? (i — g) ^/o» + 6»"+c«] 
c [(a (J — a) + ft») \/{l—a)*-\-h* + ((i— a)' + 6«) v^c«+F+c*]' 
Begge Broker kxmne forkortes med 

[a (Z — a) — 6» hF V{1 — c)» + 6» \/c» + 6» + c«] 
i T»ller og Nnvner, og man fiutr da 

«fc — o l/(f — a)» + ft* + q — g) V^a"» + 6» 4- c^ 

dc_^ b [}/(l - g)« + &' + V«* + ft* + c»] 
dft "°° cV(i — g)> + F 

hTilket kan omskrives til 

dc , 

og ._ ( — g 



+ 



l/g» + 6« + c» V^a — g)»4-6» 



Va* 4- 6» + c« ^VH — ay + b*' 
Disse Differentialligninger svare til dea oprindelige ligning 

Va^ + 6* + c» + \/(Z — a)2 + 6* == en Konstant. 

Ved for a, & og er at ssette a;, y og e, samt bort^eme Rodtegpi^e 
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fuus den 80gte Flades Ligning, idet Eonstanten nu betegnes ved a: 
C) g^ + 2{2cd — a^ — V)e^-\- 

4 {V — a») a;» — 4 (Z« — a») te - 4a»y« + tf * — a»)» — 0. 

Naar fr er konstant, fremstiller Ligningen for alle Yserdier af 
{I + a), der ere forskjellige fra og <», en Hyperbel eller en 
Ellipse med Hovedaxer i XZ-Planen« 

SsBttes X "^ X "{- 1^ d. e. Begyndelaespunktet flyttes til Sam- 
lingsliniens Skjadringspunkt med XF-Planen, bliver Ligningen 
[;p* + (i*— a»)]» + 4[2f« + (i*— a»)]Zx + 4a*-a»)a;>— 4a»y»-=0, 
der ogsaa kan skrives: 

** + yl + 



2(Z>-a^) J [ 2Vl^^^^ J 

V^ ^ H 2(;^-a») / ^ 2a»-a^) ^ 

2a»— a^) J 1 2(P— a») J 

Den er en Ellipse eller en Hyperbel, idet z antages 

konstant, eftersom ^ ^ a, med Brsendpnnkt i Z-Axen, altsaa i 

Samlingsaxen. 

Naar z '^ i) blive Axeme + a, og Vl^ — a' eller Va^ — Z*, 
den fiarste Yaordi for Hyperblen, den sidste for Ellipsen. Naar z 
voxer, I < a, aftager Axemes St0rrelse, indtil z^ '^ a^ — Z*, da 
Ellipsen bliver til et Punkt, hvorefter Axeme atter voxe. 

Voxer Zy for Z > a, voxe Hyperblens Axer med z i det 
nendelige; Fladen bar da 2 Naet uden feUes Punkter. 

Ssettes i Ligning C) y -^ (I — x) tg $, og l0ses Ligningen med 

Hensyn til z^y has: 

2a (I — x) 



2a;J + a« + P + 



C08$ 

2al 



'4-'+^)+^'+''^ 



COS 6 
Det er Ligningen for Projektionen paa XZ-Planen af et Snit 

ved en Plan gjennem Samlingsaxen, o: en ParabeL 

Solve Snittets Ligning £euu3, naar ({ — x) ssdttes =^ r cosO^ 

idet B er Vinklen mellem den skjserende Plan og X^Planen. 
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D) 5»«2rco5d6 + -^) + a^ — P'='2r(Jcosd±a)— (Z«— a«). 

\ COS u/ 

Denne fremstiller 2 Paiabler, som i det elliptiske Tilfedlde, a > 2, 
Tende Eonkayiteten mod hinanden; i det hyperbolske Til&dlde, 

fiaaladnge > {, 2 Parabler med Eonkaviteten samme Vej ; naar 

^ cose •*' 

X SB I hyilket svarer til Asymptotenxes Yinkel med X-axen 

^ cos 

for det horizontale Snit, gives kun en ParabeL 

Naar cos 9 er beliggende mellem og + — , faas 2 Parabler med 

Konkaviteten modsat Yej, men de h0re begge til samme Hyper- 
belgren, altsaa til samme NsBt, og skjsBre ikke hinanden. 

Naar i Ldgning C) I ssettes oo, a »* Z -f j9, og ligningen 
divideres med 2^, &as 

~ 4z^ — 4y2 + Spx + 4jp« = 0, 
altsaa en Omdrejnings Paraboloide. 

Saettes Z — = 0, bliver Ligningen, 

e^ +2a«;8'* — 4a«a;»— 4a»y»+a* -- 
eUer {g^ — a«)^ « 4a» {x^ + y«). 

Det er den Flade, der fremkommer, naar en Parabel drejes om 
en Linie gjennem Brsendpunktet, i Parablens Plan og lodret paa 
dens Hovedaxe. 

Det kunde endnu have Interesse at miders0ge Snit lodret paa 
X-axen, og Snit lodret paa F-Axen, samt de Eurver, som de for- 
s^ellige Snits Braendpunkter danne, men jeg skal dog ikke her 
gaa videre. . 

Endnu skal dog omtales to Tigtige TilfsBlde, nemlig de Former 
af Fladen, som fremkomme, naar 

a — og a — Z. 

Naar a >— 0, Mde den hyperbolske Forms 2 Nset sammen til 
et, Hyperblen bliver en ret Linie, der er Frembringer til en 
parabolsk Cylinder, idet Ledeliniens, Parablens Parameter » I. 

Naar a — { bliver Ligningen 

;?* + 4? (a; — Z)2:» — 4Z^y» == 0. 

Det vertikale Snit gjennem Brsendpunkt og Samlingsaxe er 
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X-Axen og en Paiabel med Parameter {; de horizontale Snit eze 

Parabler med Brandpunkter i Samlingsaxen og Parameter —^ — 

^fterbaanden som Snittet nsermer sig* XY-Planen, bliver dezme 
mindre og mindre, indtil 0^ naar Parablen Bvinder ind til at ysere 
X-Axen. 

Fladens to Hovedfonner synes mig klare af det udviklede. 

Den eUiptiske Form kan tsenkes irembragt ved, at en Parabel 
drejes om en &st Linie (Samlingsaxen) lodret paa dens Hovedaxe 
og i dens Plan, saaledes at de 2 Punkter i Samlingslinien blive 
&8te, medens Parablens Toppnnkt Mger en Elipse, hvis ene BrsBnd- 
punkt ligger 1 Samlingsaxen midt imellem de to faste Punkter. 
MeUem disse &as en lukket Del af Fladen, udenfor disse 2 tragi- 
formige Dele af den. 

Den hyperbolske Form af Fladen kan tsenkes opstaaet yed, at 
en Hyperbel bevaager sig med sine Toppunkter paa 2 Parabler, 
der ligge i samme Plan, have samme Braendpunkt og Hovedaxe og 
som yende Eonkaviteten samme Yej, idet Hyperblens Plan er 
yinkelret paa Parablemes Plan og parallel med deres faaUes Storaxe^ 
Hyperblens Lilleaxe varierer med z efter f^lgende Lov: 

«:» = 2 VP — a» 6 — (Z» — a^) 
nddraget af Ligningeme; idet h er den halve Lilleaxe. 



OM DEN MATHEMATISKE BEHANDLING AF GSIDNINGS- 

MODSTANDEN. 
(af H. G. Zeuthen). 



En statisk Opgaye, hvor man tager Hensyn til Gnidnings- 
modstanden bliyer ssedvanligvis ubestemt derved, at man ikke 
Igender selye den nasynte Modstand, men kan Oraenser, inden for 
hyilke den skal ligge. Man lader da imidlertid Opgayen gaa ud 
paa at finde Qraensor for de mulige ligevadgtstillinger eller Lige- 
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Tffigtsbetmgelser, og gaar saa ssedyajiligyis ud fra, at GkiidjusgiST 
piodstandeii da ogsaa naar sin Gr^diisevserdi, eller at dens Ind-r 
flydelse paa det bevsegelige Legeme eller System af Legemer ds^ 
er saa stor, som den overhovedet kan blive i Forhold til det 
normale Tryk. 

Bigtigheden af denne Fora4s9Btning vil for de sssdvanligste 
Anvendelsers Vedkommende, saaledes yed dem, der forekomme i 
JuL Peters ens Statik, vaare saa indlysende, at der red dem 
ikke er Anledning til naBroaere at begrunde den. Til at give en 
saadan, opfordres man dog, naar man vil gj0re sig Eede for den 
BegrsBnsning, som man maa underkaste Anyendelsen af denne 
ForudssBtning, og de Farer, som det mulig kunde medf0re, at 
oyerse denne BegraBnsning. 

Hvor let den almindelige fiesvarelse af disse Sp^rgsmaal end 
lader sig give paa Forhaand, skulle vi dog begynde med Betragt- 
ning af et Par Exempler. Opgayen 103 i den anfizfrte Bog hedder: 
En homogen Stang med Lsengde 2 1 og Yedgt V st0tter sig med 
sit ene Endepunkt J. til en horizontal, med det andet J3 til en 
vertikal Plan. Gnidningskoefficienteme ere jia og ^,. Find Lige- 
vsdgtstillingen. (Det viser sig yed Ii0sningen at vaere forudsat, at 
Stangen selv ligger i en lodret Plan, vinkelret paa den lod- 
rette Vseg). 

Opgayen Ijzises yed at kalde Trykkene iBogiAX\)gY 
og Stangens Yinkel med den yandrette Plan v, Der skal da ysare 
ligeyaegt imellem Stangens Yaegt F, Trykkene X og F og Gnid- 
ningsmodstandene fi^X og fiY, Af de herfor opstiUede Betingelser 
kan udledes 

1 Ufli 

som altsaa bestemmer Yinklen v i ^LigeysegtstiUingen*. 

Herimod yil i hyert Fald intet ysere at indyende, hyis der 
yed »Ligey8Bgtstillingen« forstaas en yilkaarlig blandt dem, som ere 
mulige, og ^ og jiij betegne de i denne Ligeyaagtstilling yirkende 
0nidningsmodstandes Forhold til Trykkene, eller hyad yl kunne 
kalde de faktiske Gnidningskoefficienter. Ordet Gnid- 
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ningskoefflcient betyder imidlertid efter de foregaaende Definitioner 
den storste YaBrdi, som denne fiiddiske Qnidningsinodstand lean 
fiEUi. Den Bestemmelse af t;, som tilsigtes, maa altsaa TSBre den 
mindst mtOige, den, for hvilken Stangen er paa Nippet til at glide. 

At det fundne Resultat ogsaa er rigtigt, naar det opfattea 
saaledes, kan ses deraf^ at det fundne Udtryk for tg v aftager, 
naar fi eller p,y voxer. Det indses ogsaa red folgende Betragt- 
ning: Hvis Stangen skulde glide, vilde baade A oq B glide, 
Onidningsmodstanden altsaa overvindes i begge disse Punkter. 
Skal den y»re paa Nippet til at glide, maa Gnidningsmodstanden 
altsaa ogsaa i dem begge have naaet sin sterst mulige YaerdL 

Denne sidste Betnigtningsmaade lader sig altid anvende, naar 
et Legeme eller et System af Legemer ikke kan be^ 
vsdge sig, nden at der finder Glidning Sted i alle de 
Punkter, hvor man tager Hensyn til Gnidningsmod- 
standen. 1 saa Fald vil man finde Grsansebetingelserne 
for Ligevsegt ved at tillsBgge de faktiske Gnidnings- 
koefficienter deres st0rst mulige VsBrdier. 

For at faa et Exempel, hvor den opstillede Forudssetning ikke 
finder Sted, kunne vi gj0re en lille Forandring i den her omtalte 
Opgave, idet vi til de 0vrige ForudssBtninger &je den, at Stangen 
skal Ysere elastisk og foruden at vaare underkastet Tyngden, TSBre 
presset saa staarkt sammen, at Gnidningsmodstanden i begge Stan- 
gens Endepunkter maa hsBve en Bestrsdbelse hos disse efter at Qeme 
sig fra den vandrette og lodrette Plans Skjseringslinie , eller, idet 
vi t8Bnke Opgaven reduceret til en plan Opgave, fra Skjsarings- 
punktet mellem den vandrette Linie OA og den lodrette Linie 
0J5, hvorpaa Stangens Endepunkter A og B skulle glide. 

Antager man her, at der alene sp0rges om den Yinkel t;, som 
Stangen danner med den vandrette Linie OA-i kan man henvise 
til den foregaaende Behandling, idet der maa vaere Ligev»gt 
mellem de ydre Ersefter, som paavirke Stangen. Disse ere som 
fer, Stangens Vaegt F, virkende i Tyngdepunktet, den vandrette 
Plans Modtryk i A mod Stangen Y og dens Gnidningsmodstand 
(lY^ samt den lodrette Plans Modtiyk X^ og dens Gnidnings- 
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modstand /U|X, i B. Der er kun den Forslgel, at ^|X, her 
ligesom /jtT virker ind imod 0, medens den f0r virkede bort fra 
O. Den forud fimdne Formel maa altsaa kunne benyttes, naar 
man blot ombytter /i», med — ^,. Man fieuir altsaa 

" » - Hf' ■ - 1 (7 + "•)■ <" 

Denne Betragtningsmaade er fuldkommen rigtig, hvis man blot 
80ger en Ligevsegtstilling, og ju og f^i betegne de til 
denne h0rende faktiske Onidningskoefficienter. Det 
ses imidlertid let, at det ikke gaar an at tro, at man finder Stan- 
gens Orsensestilling ved samtidig at give fjt og /jti deres storst 
mnlige Vserdier eller lade dem vsBre de egentlige Onidnings- 
koefficienter; thi naar baade fi. og ^, voxe, kan det f0r8t, naar 
man kjender en anden Afbsdngighed mellem dem, afgj0res, om tg v 
voxer eller aftager. 

Det er imidlertid let at indse, at ogsaa her QraensestiUingeme 
af Stangen maa svare til Maximum8V8Brdier enten af fi eUer af 
^1, og at dette ogsaa i andre Opgaver, hvori to Gnidningsmod- 
stande indgaa, maa finde Sted med aUe aaadanne Grsensestillinger, 
hvor Bev88gelse er paa Nippet til at indtraede. Bevsegelsen ind- 
trseder nemlig ferst, naar mindst en af Gnidningsmodstandene 
oyervindes, og da kun der, hvor dette er Tilfaeldet, men derimod 
ikke der, hvor den faktiske Qmdningskoef&cient ikke har naaet sit 
Maximum. 

De MdstsBndige Ligevsegtsbetingelser kunde unders0ges saerlig 
i disse Grsensetilfaelde, men Forholdene overses dog lettest ved en 
almindelig Behandling af en vilkaarlig Ligevsegtstilling, hvorved 
indf0res de til denne h0rende faktiske Gnidningskoefficienter fi 
og /t^,. Dette skal her gjennem&res for den foreliggende Opgave. 

Vi skuUe derved anvende de virtuelle Hastigheders Princip 
og antage, at Stangens Endepunkter forskydes Stykkerne dx og dt/i 

henad OA og OB, Tyngdepunktet l0ftes derved — dj/, og Stan- 

gens Lsengde { — Vx^ -[- yl faar Tilvasxten 

X IJ 

dl"^ -J- dx-\-~dyi — cos vdx + sin v dy^ 
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iifii V antages at T»re den spidae Yinkel mellem StKHgm ef 
dan vandrette Flan. SoQde yI Stangens Sp»nding (yed Tiyk) eller 
den Eraft, hvormed A og B fnaiode hinanden, L, haves da (se 
Petersens Statik 100) 

— iii,Z,dy, — — P%, — fiTdx + LSI — 0, 

eller Ted Indfinrelse af Udtrykket for dl 

Lcosv ^^ /aT. 
Hertil maa endnu komme de to Ligninger, som, hvis alle andre 
Ersefter vare givne, vilde bestenune Trykkene X| Qg F. De 
kunne faaa yed at projicere alle ErsBfter paa de to Axer. Man &ar 

Xi=»ji*r, F— ^,Z| + y. 

De fondne 4 Ligninger give to, som ere helt uafbiadngige af Tiyk- 
kene, nemlig 

r • 1 T/ 1 + MA* I 

L 8tn V = -TT V — -i-t-t-i 

2 1 — fifi I 

L cos V =- F - -^ — . I 

Division af disse Ligninger giver det allerede benyttede Udtryk 
for tg V. 

Naar L, der i0vrigt afhsenger af Stangens Forkortning, og V 
ere givne, kan man bestemme de Stillinger, i hvilke Stangen er 
paa Nippet til at glide, ved at give enten den ene eller den anden 
af St0rrelseme fj, og ^, sin MaximnmsvaBrdi. Ligningeme tjene 
da til at bestemme ?; og den anden For at Stillingen virkelig 
skal vaere en Grsense, som Ligevsagtstillingeme kunne naa, kr»veg 
der, at den anden Koefficient ikke samtidig overskrider sit Maximum. 

Som Exempel kunne vi betragte det TilfaBlde, hvor Stangens 

Vaegt er forsvindende. Ligningeme (2) medfore da umiddelbart 

kun ^^, «= 1, men den ene kan forud taBukes ombyttet med (1). 

Man faar da 

, 1 

et Resultat, som umiddelbart let lod sig forudse. Ere de to 



' (2) 
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Otfktnmgsvinkkfr u og n^, o: hare fv og fJt^ til Grsdnilfevs^irdier 

90 — u ^ t; < Up 

og Mulighedsbetingelseii for, at Ligevaegt overhovedet ^al finde 

Sted, er 

u + Ui >90o. 

BevsBgelseii Jkan altsaa kun da vsBre paa Nippet til at be- 
gynde, naar en af de £aJdiske Onidningskoefficienter bar naaet sin 
OxsBnsevsBrdi. Man behjzrver altsaa ikke i det nservserende Exempel 
jderligere at S0ge Maxima eller Minima af tg v betragtet som 
Funktion af ^, af hvllken fi^ kan udtrykkes som Funktion ved 
HJ8Blp af en af Ligningeme (2). Et saadant Maximum eller 
Minimum vil her ikke indtraede, men hvis et saadant skulde ind- 
traede i andre Opgaver, vilde det udtrykke, at de af Gnidnings- 
koeffidenteme uafhsengigige geometriske Betingelser hindre Legemet 
i at komme ud over de derved bestemte Grsenser — eller muligvis 
blot, at i nnders0gelsen disse geometriske Betingelser have foaet 
et altfor snevert analytisk Udtryk. 

Et Exempel herpaa kan man skaffe sig red i Stedet for at 

lade -^ Yflsre given at antage, at Stangens Sammentrykning tilveje- 
bhnges paa en saadan Maade, at en Funktion af -r^ og t; bliver 

den bekjendte Sterrelse, f. Ex. 4 -^ cos 2 v. Ealde vi denne 

St0rrelse, som yi ville antage positiy, &, udleder man af Ldgnin- 
geme (2) 

og borteUminerer man ^ mellem denne og (1), faas 

1 — tg^V'^kitgv — ju,)*. 
MaxiittumsTadrdien af tg v bliver da 

^ e; -« 1 «— /A, «^ jw. 

Om den derved bestemte OrsensestiUing overhovedet kain naas^ 

beror paa, om fA og ^, kunne naa op til Ysardien 1. Det er kun, 

naar 1 er solve Grsdnsevaerdien for fA eller f^], at Stangen i denne 

GrsBnsestiliing vil veere paa Kippet til at glide. Grunden til, at 



174 

den heller ikke ellers kan orerskrideBy er blot den her gjoxte Fomd- 

880tnmg, at A; > 0, som for reelle Yaeidier af -^ ikke kan forliges 

med 2v > 90». 

Det Prindp, som er at anyende paa den her foreliggende Art 
af Opgaver, kan ndtiykkes paa felgende Maade: Betingelsen for, at 
et System af Legemer, der er underkastet givne Ersefter, deribkndt 
Gnidningsmodstande, skal Ysere paa Nippet til at foretage en vis 
bestemt Bevsegelse, er, at de fstktiske Gnidningskoeffidenter &a 
deres Bt0rst mulige Yaerdier i alle Punkter, hvor ved denne Be* 
Tsegelse Glidning skulde finde Sted. Ellers vilde ved en Me 
Oyerskridelse af disse Orsanser BevaBgelsen nemlig endnu kunne 
hindres blot ved en lille For0gelse af Gnidningsmodstanden i et af 
disse Punkter. Dette vil ved Anvendelse af de virtuelle Hastig- 
heders Princip paa den Forskydning, som skulde vaere paa Nippet 
til at indtraede, vise sig derved, at alle de Led, som indeholde 
Qnidningsmodstandene og altsaa have de faktiske Gnidningsfeiktorer 
til Faktorer, blive negative. Samlingen af disse Led vil altsaa 
ikke faa sin numerisk st0rste Yserdi, uden at de indenfor visse 
GrsBnser ubekjendte Koefficienter alle gj£tre det. 



ANTALLET AF FRI BEVJIGELSER I ET LEDDET 

STANGSYSTEM. 

(AP Kb. BntKELAlTB). 



I Aargang 1877 af ^Tidskr. for Math.« har Prol Zeuthen 
leveret en Artikel om leddede Stangs3r8temer. 

I en Note nedenunder anfjixres Sylvesters Antalsbetingelse, 

for at Forbrndelsen i et saadant System skal vaere fdldBtaandig, 

o: at der kun behizrves en Bestemmelse til, for at g]0ire Sy- 

•temet fast. 

Hans Ligning l0d: 

3« — 2Z « 4, 

hvor 8 og I betegner respektive Antal af StsBnger og Led. 
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Under OptsBllingen af Led maa man iag^ttage, at k StsBnger 
fim et Hj0me danne Qc — 1) Led. 

Den her n«Tnte Fonnel er et speoielt Tilfnlde af en Formel, 
der ndtiykker, hyor mange af hinanden uafhsengige Bevsegelser et 
leddet Stangsystem har, naar en Stang holdes faat Hyis Antallet 
af Hj0Qmer betegnes med h og Antallet af slnttede Polygoner med 
p^ har Systemet: 

A — 1> — 2 
af hinanden uafhsengige BeYSBgelser. 

Formlen ses mniddelbart at gjaelde for en enkelt lukket Stang- 
polygon; thi der er Antallet af nafh»ngige Bevsegelser det samme 
8om Antallet af Diagonaler fra et Hj0me, idet Anbringelsen af disse 
er tilstrsekkelig til at gj0re Systemet £Ei8t. Satsen gjselder videre for 
et Stangsystem med (jp-f-l) Polygoner, naar den gjselder for et 
System af p Polygoner. Yi vil antage, at den Polygon, der bliver 
at tilf^rje, har h' Hj0mer, og at a af disse ere fseUes med det op- 
rindelige System. Tasnke vi os for et 0jeblik den oprindelige 
Del af Systemet fast, vil Forbindelseslinien mellem de yderste 
telles Hj0mer ogsaa vsere fost, og et Blik paa en Figur vil vise, 
at den til&ijede Polygon har lige mange frie Bevaegelser som en 
Polygon med (h* — a + 2) Sider, altsaa: (h* — a — 1). 

Da nn Tilyseksten af Hjemer er h' — a, af Polygoner 1, 
bliyer altsaa TilTSdksten i vor Formel: (h* — a — 1), o: Formelen 
gjsBlder fremdeles. 

Skal Forbindelsen i et System vsere fuldstsendig, har man 
Antalsbetingelsen : 

& — p -= 3. 
Yil man overfflore denne Fonnel til Sylvesters, kan man be- 
nytte Formelen: 2$ — A -f- 2, i Forbindelse med den af Eulers 
Formel om Flader, Sider ogJBQemer i etPolyeder erholdte, naar 
man bemserker, at i det Antal, vi kalde p, er den yderste Eontur 
ikke medregnet. 

Den f0rste Fonnel indses ved at tselle op AntaUet af Stsenger 
paa hvert Hj0me; thi denne Sum er paa den ene Side — 2$, paa 
den anden (A + I). 
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Man vil 86, at Fonnlen om Antallet af BevsBgelBer 
gj»lder, om man tilf0jer enkelte Stenger med Me Ender. I 
TilfiBBlde fot^ges ikke Antallet af Polygoner, men vel Antal 
Hj0mer. 

Endvidere kan Fonnlen tillBBmpes for det Tilfelde, at 
Stsengeme fra et Hj0me indbyrdea danne konstante ^h 
Man medregner da Antallet af disse sidste i Antallet af Polyg 
thi at Yinklen mellem to Stasnger er konstant, bar samme Virk 
Bom om Staengemes fri Ender var forbundne med en Stang^. 
specielt Tilfselde af dette er det, naar noget af Leddene ikke fi 
i Staengemes Endepunkter. Den konstante Yinkel er da lig-e. 



EXAMENSOPGAVER. 



De IsBrde Skolers Afgangsexamen. Juni 1886. 

Aritbmetik. 

1. En Differensraakke paa a^ Led bar til ftirste Led ocP"^^ 
xP -\- I og Summon x^^^. Find DifPerensen og sidste Led. 

Vis demaest, bvorledes enbver Fotens af et belt Tal a 
ulige Exponent kan udtrykkes ved en Sum af fLere paa hinand 
f0lgende ulige Tal. 

Paa bvilke Maader kan man ad denne Yej opl08e 5^ 1 < 
Sum af paa hinanden felgende ulige Tal, og bvor mange Led findi 
der i bver af de saaledes dannede Summer? 

2. En Mand saetter i n paa binanden f0lgende Termine 
samme Sum ud paa Rente og Rentes Rente, men baever i bver a 
de nseste n Terminer den samme Sum. Hvor meget bar Mandei 
tilbage af sin Eapital umiddelbart efter den sidste Hadyning? 

Hvor stor maa n vasre, naar denne Rest er p Gange den o^ 
rindelig udsatte Sum? 

Ex. jp s» 13^ Renten 6 pro Cent. 



Formen + l/^ + \ — = 1. 
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Geometri 

1. Forholdet imellem en Omdrejningskegles (ret drlniUdr 
Eegles) omsfarevne og indskrevne Kugles Ovetflade er m. Hvor 
stor er Keglens Toppunktsvinkel, og hvilke Vaerdier kan m have? 

Ex. W =» tt;. 

16 

2. I et retvinklet Koordinatsystem er der givet en ret Linie 

med Ligning ic-|-y = og et Punkt \~^<^i "o"^)- ^^^^ ^" 

ningen for den Knrve, hvis Punkter hav3 samme Afetand fra den 
rette Linie og fra Punktet, og vis, at den kan bringes paa 

VI±VI 

Hvilket Keglesnit maa Kurven vaere, og hvorledes maa det 
'^g^ i Koordinatsystemet? 

Beregningsopgave. 

Et sexkantet Areal MNPQRS paa 76 Td. Land deles af 
Diagonalen MQ = 1200 Alen i to lige store Stykker. Man ved 
desuden, at Sideme MN og MS ere lige store, hver lig 860 Alen, 
at Diagonaleme MP og MR ere 1140 Alen hver, samt at Z. MQP =« 
Z. MQB =- 69<^ 20', men Trekanteme MQP og MQB ere dog 
ikke kongruente. Hvor store ere Yinkleme QMN og QMS? 

1 Td. Land -- 14000 Kvadratalen. 

Projektionstegning. 
En ret Keglestub (ret afkortet Kegle) staar paa den vandrette 
BiUedplan (Projektionsplan), dens H0jde er halvanden Gang Qxund- 
fladens Eadius og dens 0verste Endeflades Radius det halve af den 
sidstnaevnte. I Centrum af Keglestubbens 0verste Endeflade hviler 
en Kugle med samme Radius, som Keglestubbens Grundflade har, 
Konstruer en Plan, som tangerer Keglestubben i en Frembringer, 
der ikke er parallel med den lodrette BiUedplan, og find Planens 
Skjaering med Kuglen baade i begge Billedplaner og i sand 
StfZttrelse. 

Y. Baekke. 4. Aargang. 12 
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Opgaver ved en Magisterkonferens i Fyslk. Decbr. 1886. 

1) Find den partielle Differentialligning for en Hade, der har 
den Egenskab, at enhver Tangentplans Spor paa o^-Planen i et 
retyinklet Eooidinatsystem danner en given Yinkel med Begyn- 
delsespnn^ts Forbindelseslinie med BenzKringspnnktets Projektion 
paa samme Plan. 

Find Projektioneme paa o^-Planen af samme Flades Idnier 
af st0rst Fald mod samme Plan* 

Integrer Differentialligningen, og bestem Fladen saaledes, at 
den gaar igjennem en given ret Linie gjennem Begyndelsespunktet 

Opl. Met Tangens til den givne Yinkel kaldes a, bliver 
Differentialligningen 

p (x + ay) + q(y — ax) ^ 0. 

linieme af st^rst Fald bestemmes ved 

dy ^ Q_ ^ x + ay 
dx p y -— uoi 

som er homogen i a; og ^. Integrationen antager den simpleste 
Form ved Omskrivningen 

yiy + xAx — « {^iy — yiaS)^ 
som lettest behandles ved Ind&relse af polaere Eoordinater. Man foar 

rir — ar'^dJB^ 
altsaa r ^^ c e^^ 

eller en Badkke logarithmiske Spiraler. 

Integrationen af Fladens Differentialligning afhsenger af Inte- 
gration af Ligningeme 

dx dy dz 

X'\- ay y — ax ' 

af hvUke den sidste giver z =« Cp medens den f0rste, naar man 

Qgsaa her indf0rer polaere Eoordinater r og ^ for x og y giver 

_^ 

Fladens Ligning bliver da 

bvor / er en ubekjendt Funktion. Skal Fladen gaa igjennem den 
rette linie 6 '^ jSj z ^^ yr^ faas 
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e B 

^_ J 

som fremstiller en Eegleflade med Toppunkt i Begyndelsespunktet 
og med en logarithmisk Spiral i en Flan parallel med a::^-Planen 
til Ledelinie. 

(Sely&lgelig kunne Integrationeme ogsaa gjennemf0res uden 
Brug af polaare Koordinater). 

2. Et bevaBgeligt Punkt P fra8t0de8 fra to faste Punkter A 
Og B med lige store KreBfter, der ere proportionale med AP-\' 
PB - AB, 

Hvorledes kan Punktets Hastighed da udtrykkes som Funktion 
af dets A&tande fra ui og £? 

Bevsegelsen nnder80ges sserlig i det Tilfaelde, hvor P udgaar 
fra et Punkt af en Linie, vinkelret paa Midten af AB med en paa 
samme Idnie Mdende Begyndelseshastighed, som vilde lade det 
ankomme til AB med Hastigheden Nul. Hvor lang Tid beh0ver 
det for at naa til AB*^ 

Opl. Tages Linien AB til Abscisseaxe, Perpendikulaeren 
paa Midten til Ordinataxe og ssettes AB=-2a^ AP^r og -BP=r,, 
bliver 



dy 

dt^ 
d^z 



« /i (r -f r , - 2 a) [^ -- + -^^ 



df^ 
hvoraf yed Ssetningen om levende Eraft faas 



{%) 



= A: + iii(r + r, — 2a)2, 

hvor k er en Konstant. 

I det specielt opgivne Tilfaelde errr— «r — 0, r'^ri'^ya'''\'y^y 

ds 
og y »— (eller r -{- r^ -= 2a) skal give -57 =* 0. Altsaa er A = 0. 

Man &ar da 

dy 
It 

12* 



-g« + 2V^(v^H^-«), 
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hvor Foitegnene + svare til BeyaBgelsen ud fra AB og den her 
nasrmest omspuigte Bevsegelse hen imod AB. Heraf fiias, naar h 
er Begyndelsesvaeidien af y, 

}Va^ 4-y* -f ^^*dl bestemmes ved at ssette a^ +y* — «*y*. 

<> ' » ya y ' a 

Man £EULr altsaa 

~2V]*\ h y ^ Va*+h*-\-h/ 

Nedeiste Foitegn og y — giver ^ = ec, som er den Tid, Punktet 
brnger for at naa Linien AB. 



L0SNING AF OPGAVERNE 196. 241, 266. 411, 602, 

638, 639, 528, 530. 



196. Naar Xj y og z betegne de tre Sider i en Tre- 
kant, hvor stort vil da det st0rBte Areal vsare, naar 
Siderne skulle opfylde Betingelsen 

^' + y* + ^' ^ 3m', 
hyor m er en Eonstant. 

Lad f0rst z have en konstant Yserdi a; man fEiar da, idet 
Trekantens Areal kaldes A 

16^.2 — 2(a;2y2 +a^x^ + a^y^)-'X* —y^—a^. (1) 
Tillige haves 

ic» +y3 «3w« — a». (2) 

Tsenkes nu y udtrykt ved x ved Hjadlp af (2), og dens YaBrdi ind- 
ssettes i (1), faar man 

16A» =f{x\ 
hvor Maximum bestemmes ved f{x) «— 0. 
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Man &ar, idet (2) giver ^ — j> 

if 

hyoiaf a; =» y — ^ , idet x og y skulle v»re positive, 

medens Arealet bliver MinitimTn for x^^O. 

At der virkelig er MaYiTnnTn, ftdger ai, at /"(x) for den an- 
givne Vffiidi bliver negativ. 

For at bestemme Maximum af Trekantens Areal, naar e varierer, 
indses det som F0lge heraf , at Trekanten bliver ligeeddet Yar 
nemlig 2 af Sideme ulige store, kunde man bestemme en ligebenet 
Trekant paa den tredie Side, som opfylder Betingelsen a?' + y* + 
z^ — 3m* og bar starre AreaL 

(A. S. Bang). 

241. Find Punkterne A^^ J , . . . -4.„j__l, A^ i en Pa- 
rabel saaledes, at Tangenterne til disse Punkter ere 
parallele med Afstandene FA^j FA^^ FA^ . . . FA^_^iy 
idet F er Parablens Brsendpunkt. ' 

Lad Z. XFAi ^^^ ^S ^i ^^^^ ^^^ positive Betning af 
X-Axen er valgt fra Toppimktet henimod Brsandpunktet. Trsdkkes 
nu en Tangent parallel med FA^ og dens B0ringspmikt er JL,, 
vil Z. XFA^ v8Bre lig 2t;, hvilket f0lger af, at Tangenten halverer 
Vinklen mellem Brsendstraalen til B0ringspunktet og en linie, 
parallel med Axon. Heraf £aar man atter 

/L XFA^ — 4i;, Z. XFA^ — 8v . . . Z. XFA^ — 2^^-^ v. 

Da nu Tangenten i J.| er parallel med FA^^j iaar man til 
BesteBQimelse af Yinkel v 

2^v — v + 2pn, 

altsaa v — — — — . 

2^-1 

Yed at tLLUagge p forskjellige Yserdier, kan man &a torskjellige 

L0Sninger. 
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Lad nu storste Mies Faktor for 2"* — 1 og p Teie /, saa at 

2«-l -/.a, !>-/.« og t;-^*'". 

Er endvidere det mindste hele Tal, som tilfredsstiller Eongniensen 

2^ = 1 (mod a) 
fly hvor w < w?, maa man som bekjendt have m -- «| . w, hvoraf 
f0lger, at Linieme jFIA,, FA 2 . . . fiilde sammen med FA^^i^ 
FA^i2 • '•> livorved tn-Eanten A^ Aj . . . A^ reduceres til n-Eanten 
A^ A^'- A^ tagen w, Gange. Opgaven f0res da tilbage til den 
samme Opgave for en mindre V«rdi af tw. Vi kunne derfor se 
bort fra disse Lesninger og forudssette, at den mindste Yserdi af 
x^ som tilfredsstiUer Eongruensen, er m. 

Det skal nu miders0ges, for hvilke Yserdier af n Opgaven kan 
l0ses ved lineal og Passer. Betingelsen herfor er, at a er Pro- 

duktet af ulige store Primtal af Formen 2^ 4~ ^) altsaa at 

a .=^ if^' + 1) if''^ + 1) . . . (22"~ + 1), 
hvor det antages, at a^ > a^_i ...>«!. 

Da den mindste Ysardi af x^ som tilfredsstiller Eongruensen 

2^EE:l(mod2^'''' + l) 

er 2"** ' , fear man, at den mindste VaBrdi af re, som tilfredsstiller 
Eongruensen 

2^ = 1 (mod a), 

«r 2"*^+^ hvoraf folger, at w =- 2"**+^ 

Betingelsen for, at Opgaven kan l08es ved Lineal 

og Passer, er altsaa, at m -== 2 ^~ og at 2^ +1 er et 
Primtal. 

At denne Betingelse er tilstrsekkelig, &lger af, at man ved 
at lade / indeholde Produktet af samtlige Primfei[torer i 2^ — 1, 

som ikke have Formen 2** + 1' i ^^ Potenser, hvori de fore- 

komme, fear dels, at t; => — — kan konstrueres ved Lineal og Passer, 

a 

dels at den mindste YaBrdi af rr, der tilfredsstiller Eongruensen 

2* ^ 1 (mod a) er m. 

(A. S. Bang). 
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266. At finde den Funktion, som tilfredsstiller 
^Fundamentalligningen 

m +f(y) =/(a; + y) [1 -f{x)f{y)\ 
SaBttes i Fundamentalligningen y — 0, &ar man 

/(0)-~/(0)[/(a;)]^ 
altsaa /(O) ^ 0. 

Ligningen skrives nu 

M + fix) m fix + y) - Ax + y) -fix), 
ihvoraf f0lger, ved Taylors Bsdkke, 

•^ + fix) fix + y)-^ =-f(x) + ^-c^f'ix) + . . . 

SfiBttes y — 0, og dea sande Vaerdi af "^^ for y = kaldes 
Jc^ giver dette 

A + *[/(a;)]'-/(a;), 

som integreres ved f(x) — <^ (fee + c), 

ivor man maa have c -* j?7r, da /(O) «=- 0. 

(A. S. Bang). 

411. jp og r ere Primtal, /?>41 og r det numerisk 
•mindste Primtal, som tilfredsstiller Kongruensen 

p ^ r {mod 40), 
*dog 1 undtagen. 



Bevis, at naar 10 ^ ^ 1 {mod r) 

P-l 
vil Kongruensen 10 ^ ^l{modp) 

^ogsaa vaere riigtig. 

(Birger Hansted). 

Den angivne SsBtning er ikke almengyldig, hvad man kan 
•overbevise sig om ved at gj0re Fr0ve med j? — 131. Man £EUir da 
r =— 11, og da 

10 

10 5 =1 (mod 11), 

130 

skulde man have 10 * ^1 {mod 131), 

medens det viser sig, at 10-® ^^ 68 {mod 131). 

Vi skulle nu vise, at Saetningen er rigtig, naar r =* 11 undtages. 

p kan for Modulus 40 give til Rest ethvert Tal mindre end 
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-og primisk med 40. Idet man for hver af disse Hester 80ger, 
hvad r bliver, fieuur man, idet dog som forlangt 1 undtagea, at r 
kan Ysere et af Tallene 

3, 7, 11, 13, 17, 19 eUer 31. 
For de YaBidier af r, for hviike 10 er en primitlT Rod, udtrykker 
SaBtningen, at 

lOP-^ = I (mod p), 
og er &lgelig korrekt. Diase Yaerdier ere 

3, 7, 17 og 19. 
Tilbage haves da r = 11, 13 eller 31. 

For r— 11 gjaelder, som paavist, Ssetningen ikke. 

Er r — 13, fietar man, da den mindste Yasrdi af x, som tQ- 
fredsstiller Eongniensen. 

10* = 1 (mod 13), 
er a; — » 6, at i maa vaere 2, saa man skal bevise, at 

10 ^1 (modp), 

hvor p — 40a + 13. 

Reciprodtetssaetningen giver nu 
JP-l 

2 ^ — 1 (mod p), da p ^ + 5 (mod 8), 
p— 1 5—1 

2 2 

6 ^ — 1 (mod p), da ^ ^ — I (mod 5), 

P-l 
hvoraf ved Multiplikation 10 ^1 (mod p). 

Er r — 31, bliver den mindste Yaerdi af x^ som tilfredsstiller 
Kongruensen 

10^ = 1 (mod 31), 
a; » 16, saa at ligeledes her k ^ 2. 

Endvidere er, da A; = 40a + 31 

P-I 

2 ^1 (modp) 
p— 1 p-j 

2 2 

Og 5^1 (m^dp), idet jp ^1 (mod b\ 

fizOgelig 10 ^ =l(modp). 
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Altsaa gjaelder Sadtningen, idet for r Yaerdierne 1 og IT 

undtages. 

(A. S. Bang) 

502. Bestem de entydige Funktioner, som tilfreds- 
stille Funktionalligningen 

fix + y) - af{x)f{y) + hf{x + o,)/(y + «), 
hvor a, 6 og CO ere givne Konstanter, forskjellige fra NuL. 

(J. L. W. Y. Jensen). 
Ligningen giver for y — 

f{x) == af{x)m + hf{x + a>)/(«), 

altsaa /(^ + «) _ /O/ + o>) ^ , 1 - a/ (0) __ . 

hvilket, indsat i Fundamentalligningen, giver denne Formen* 

f{x + y)^kj(x)f{yl 
hvoraf f(x + y) - kj'{x)f(y) =- kj(x)f(y), 

altsaa ZM M j^, 

som integreres ved y -^ c . e^ = c/i^. 

Konstanteme bestemmes ved Indsaettelse i den oprindelige Ligning, 

hvorved man fear f(x) = . 

(A. S. Bang). 

538. Find Vserdien af 

f 2f»P + 5PPP^ — 4:( P)^ — P'P*** ^ 
J 2P* —PP'^ ~ pi p* ' 

hvor P er en hvilken som heist Funktion af a:, P, P* 

og P" dens Iste, 2den og 3die afledede Funktion. 

(P. Fold berg). 

Integralet deles i 

f 8P>P-~P3 + P^P'* ^ r 

J 2P* _pp2 I ptfp. dx — b^ 



SP^P-^ P^ + P^P'* ^ ^ {QP^P—PP'-\'PP*' 



2P^ -PP2 ^JJ^ps ^'^^ -J 2P» — P2+PP' 
= 4Z(2P*— PP» -J-P2P") — 5i(2P»— P2 +PPO 4-C 

cP^ 



^l 



2P3 _ p» -^ pp- 

(A. S. Bang), 
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639. Idet X, y og z betegne et bevaBgeligt PunktB 

Afstande fra tre faste Punkter, 0ii8ke8 — ad elementaBr 

Vej — • bestemt de fire faste Punkter, der svare til 

Minimum 9if x -{-}/ + z, x^ -f- y' +2:*. 

(N. Madsen). 

Det bevsBgelige Punkt kaldes 0, de faste Punkter J., B og C 

1. X -\- y -{- z skal vaere Minimum. AO maa vaere Normal 
til EUipsen gjennem med B og C til Braendpunkter; heraf 
f0lger Z. AOB = A AOC. Analogt faas ZL AOB — Z. COB. 
Altsaa: Z. AOB =- Z. 40C « Z. C05 -- 120«, hvorved let 
konstrueres. 

2. a; -|- 2/ — ^ skal vsere Minimum. 

Ved en lignende Fremgangsmaade (idet man for ACs og BCs 
Yedkommende faar Hyperbler i Stedet for Ellipser) findes: Z. AOC — 
Z. BOC — 600. 

3. x^ i- y^ -{- z^ skal vaare Minimum. Man tegner en Cirkel 
gjennem med JSC's Midtpunkt J9 som Centrum; lader man 
beveege sig paa denne Cirkel, bliver y^ -^ z^ konstant. I Tilfaelde 
af Minimum maa derfor AO vaere Normal til Cirklen, d. v. s. gaa 
gjennem 2). Analogt findes, at BO maa gaa gjennem ACq Midt- 
punkt. bliver altsaa A A BCs Tyngdepunkt. 

^, x^ -\- y^ — z'^ skal vaere Minimum. Lader man bevaege 

sig paa OE jl AC^ bliver x^ — z^ konstant; i Tilfaelde af Minimum 

maa man altsaa have BO Ji OE eller BO =^ AC Ligeledes 

findes, at AO 9^ BC 

(C. Rosenberg). 

528. Givet en Cirkel C med Radius r og en ret 
Linie af Lasngde a {a > r). Der s0ges Faellestangenten 
til den givne Cirkel og til en Cirkel A med Radius a 
og med Centrum i den givne Cirkels vandrette Dia- 
meter, idet R0ringspunktet for Cirklen Jl skal ligge paa 

C*s lodrette Diameter. 

(P. N. Hoist). 

Lad R0ringspunktet vaere B] da kan Trekanten ABC kon- 
strueres, idet man ved at Isagge a fast, faar som geometrisk Sted 
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for A en Halvcirkel over a samt en ret Linie vinkelret paa a i 
Afetanden r fra ^. ^^ g g^^g^ 

630. Konstruer en Trekant, naar man kjender 
Halveringslinien t; ., Yinklen mellem v, og a, samt 
Produktet af de Stykker, hvori ?; deler A. 

(P. Foldberg). 

Lad V. skjs&re a i D. Drejes da BC om v., saa at (7 falder 

i Funktet 6'| b£ AB, vil Opgaven vsere reduceret til gjennem et 

givet Punkt (^1) at trsekke en ret Linie, som af en given Vinkel 

{BDCx) afelgsBrer et givet Areal, hvilken er den bekjendte 

Apolloniske Opgave. .* r. r» 

(A. S. Bang). 



OPGAVER TIL LOSNING. 



541 *). Naar t er Produktet af et idige Antal Primtal, skal 

vises, at Summeme af de tredie, anden, f0rste og nulte Potenser af 

TaUene mindre end og primiske med t forholde sig som de til- 

Bvarende Summer af Tallene mindre end t 

(A. S. Bang). 

646. n iEgtepar tage ved Lodtraekning Plads om et Bord saa- 
ledes, at de skulle sidde afvexlende Mand og Kvinde. Hvor 
mange Grupperinger ere muHge, naar ingen Mand maa sidde ved 
Siden af sin Kone? Hvor mange Maend ville i en Gruppering 
gjennemsnitlig komme til at sidde ved Siden af deres Koner, og 
hvilken er Middelafvigelsen til dette Gjennemsnit? 

(S. Hertzsprung). 

647. Hvor mange forskjellige Cifre findes der gjennemsnitlig 
i et WMjifret Tal? (g Hertzsprung). 

648. Hvilken Kurve skal man lade ruUe paa en ligesidet 
Hyperbel, for at et Punkt i fast Forbindelse med den ruUende 
Kurve skal beskrive Hyperblens Asymptote? (C. Juel). 



^) Qjentages paa Grand af en indLsben Trjkfejl. 
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549. Bern, at 

fn^X2^% M^x^Xi fn^x^x^ 



X, 



X, 



— AaXiXfX^^^ = 0, 



i,f Xf X^ 

hvor a — ■ X| -r- x^ -r 3Jj, y^ == fn^x^x^ -i- tn^x^x^ -\- ^tX^x^^ 

fremstiller en Korre, som har 5 Spidser paa 9)^^ -* 0, at Tangen- 

teme i diase Spidaer alle gaa igjennem et Pankt, hvori f>x "^^ 

i0rer Eur^en, og at Forbindelseslinien mellem hyer to af Spidseme 

i0rer EurveiL 

(E. C. Valentiner). 



OPGAVEB TIL BRUG VED UNDERVISNINGEN. 



57. Yis, at Determinanten 



a^-\-x a^ a^ 
a, a2+^ ^3 



a, 
a 



n 



n 



a 



a 



Ofy Cl« ""y" Cu • • • • 



a 



n 



a 



d^ .... U^-f'X 



— a:'*""^(a: + a, +a2+...a„). 



58. Et Laan forrentes og afdrages i n Terminer med en 
konstant Annuitet, saaledes at p pro Cent af den til enhver Tid 
tilbagestaaende Restgjseld er Rente, det 0vrige Afdrag. Hvad er, 
ved en Rentefod af p p. Ct., Vserdien af samtlige fremtidige Afdrag 
henfort til det Tidspunkt, da f0rste Afdrag sker. 

(J. P. Gram). 

59. I en indskrivelig og omskrivelig Firkant er givet Dia-^ 
gonaleme og deres Yinkel, find Sideme. 

(E. C. Valentiner). 
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MINDRE MEDDELELSER. 



Dodekaedrets Bumvinkel bestemmes lettest derved, at 
-den fremkommer, naar en regulser Femkant ABODE (med Centret 0) 
4rejes om Siden AB^ indtil Cs Projektion C, paa Planen i sin 
^prindelige Stilling falder i Forlaengelsen af OB. C, bar da 
^enneml0bet en ret linie vinkelret paa AB, Lad CC, skjasre 
AB i P. Man bar da Z. jBCP — 180; Z. BO^P-^ 36®, og 
&ar altsaa 

PC, _ /ff ISO _ 1 

«ller tg V ^-^ — 2. 

Derefiier beregnes let Kugleradieme. 

(N. Madsen). 



LITERATUR. 



W. G. Spencer: Fopulaer Geometri til Brug ved den forste 
Undervisning. Paa Dansk ved Qeorg Bendix. Kbbvn. 1886. 

Denne Bog indebolder omtrent et Hundrede Definitioner af 
geometriske Begreber og henved halv femte Hundrede Opgaver. 

De geometriske Begreber, Forfatteren bar medtaget, ere om- 
trent de samme som i vore ssedvanlige elementsere Laereb0ger i 
Plangeometri; men desuden ere de trigonometriske Linier (lige til 
Tvaersinus og TvsBrcosinus) og Keglesnitslinieme (Axer, Brsend- 
pnnkter) definerede. Af Legemer ere beskrevne: de regelmaessige 
Legemer, det retvinklede Parallelepipedum, Pyramidestubben, Cy- 
lindren, Kuglen, Keglen og OmdrejningseUipsoideme; derimod 
forudsaBttes Pyramiden og Prismet bekjendte, og Taemingen er det 
Legeme, der f0rst praesenteres Barnet, og som derfor skal laegge 
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Gniiiden til dets Forestilling om et Lfegemes tre Dimensioner. 
Dette er ikke heldigt, da Tsemingens tre Dimensioner eie lig& 
store, og der maa vsere en Forskjel, naar Bamet skal kunne op- 
fatte Forskjellen; det retvinklede ParaUelepipedum med ulige lange 
Eanter vilde have vseret mere oplysende, og det vilde have vaeret 
let nok at give iiaerliggende Exempler (Elassevaerelset, en Tegne- 
kasse, en Bog o. s. v.). En Flades Dimensioner kaldes Laengde 
og Bredde, en Linies kaldes Laengde, og der paastaas S. 8, at >ea 
Fkde ikke har nogen Hejdeic, og at >en Linie hverken bar Bredde 
eUer Hierjde«; dette er ikke stemmende med dansk Sprogbing: den 
Dimension, som en Flade mangier, er Tykkelse * ), og de to Dimen- 
sioner, som en Linie mangier, ere Bredde og Tykkelse^). — 
Definitioneme, der findes spredte mellem Opgaveme, udmaarke sig 
ikke altid ved Klarhed og Precision (Expl. Plan S. 8; Diameter 
S. 11; Stjeme S. 39); nogle Navne ere brugte i en anden Be- 
tydning end den, hvori de bruges i danske L8ereb0ger (ExpL 
Kegulaer Rhombe S. 12; Tangentvinkel S. 47); og enkelte Be- 
greber ere indf0rte uvlen Definition (Expl. Ligedannede Figurer^ 
S. 20; Symmetriske Firkanter S. 23). 

Af Opgaveme er der nogle, der skulle 0ve Bamet i at se 
med Eftertanke paa materielle Legemer, (af bvilke en Samling vel 
maa forudssettes at vaere til Stede som Hjaelpemiddel ved Under- 
visningen), andre, der forlange en Eftergjerelse af disse ved Ud- 
skjsering i Trsa eller ved Sammenklistring af Udfoldnioger, som 
Disciplen selv har tegnet og klippet ud. De nsevnte Opgaver maa 
antages kun at skulle tjene som Tejledning for en mafvet Laerer; 
thi enhver, der indleder Undervisningen i Geometri — saaledes 
som det er paabudt i kgl Anordn. af 6te Aug 1871, § 2 — »med 
en paa Betragtning af materielle Former st0ttet Abstraktion af de 
forste geometriske Begreber«, er vant til at stOle sine Disciple 
mange Hundrede Opgaver af denne Art^). Til samme Kategori 



Begge disse Steder, hvor der i Oversiettelsen staar >H0fjde«, staar der i 

den engelske Original »thicknes8«. 
') Et ikke mtget kjendt men brogbart Apparat hertil er: Alb. Andresen og 

Chr. T. Nielsen: Udfoldninger af Gnmdformerne i Bummet. 
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Iieiih0r6 en Del Tegneopgaver, ved hvis Udf^relse Disciplen skal 
vise, at ban har forstaaet de fremsatte Definitioner; enhver nogen- 
liinde omhyggelig Lserer er ogsaa vel kjendt med denne Slags 
Opgaver, og plejer at stllle dem massevis. 

De 0vrige Opgaver forlange enten Bevis for en eller anden 
geometrisk Ssetning, eller de ere plangeometriske Konstruktions- 
opgaver. Det er dog ikke Meningen, at Beviseme for Saetningeme 
skulle vsere almengyldige: Disciplen skal 1 Eegelen tegne en 
Figur, der opfylder de givne Betingelser, og saa skal han paa en 
eller anden Maade (ved Maaling, Udklipning o. s. v.) pr0ve, om 
den i Ssetningen udtalte Paastand er rigtig i dette enkelte Tilfselde. 
Det er heller ikke Meningen, at Konstruktionsopgaveme skulle 
l0ses ved Lineal og Passer alene'): Qradmaaler (Transport0r)^ 
Kordeskala, Tangensmaaler og andre forunderlige Instrumenter staa 
til Disciplens Raadighed; og det maa antages, at mange af Op- 
gaveme skulle l0ses saa godt som muligt ad Fors0gets Yej. Paa 
anden Yis maa det vaere umuligt for Disciplen at l0se f. Ex. 
Opg. 23: Tegn to Cirkler, der rere hinanden i et enkelt Punkt 
(umiddelbart efter Cirklens Definition); eller f. Ex. Opg. 70: Tegn 
to paiullele Linier (umiddelbart efter Definitionen af parallele 
Linier, o: linier i samme Plan, der ikke skjsere hinanden o. s. v.). 

Oversaetteren har med Rette kaldet Bogen »Popul8Br Geometri« 
(Originalen hedder »Inventional Geometry*). Den kan muligvis 
bruges ved en Qeometri-Undervisning, hvis vigtigste Maal er den 
elementsere Plangeometris Resultater (saerlig de i Pnuds fore- 
kommende Konstruktioner og Arealberegninger), men ved hvilken 
det er af underordnet Betydning, ad hvilke Yeje eller Gjenveje 
disse Resultater naas, naar blot Disciplen bringes til at tro paa 



M I en Note til Opgave 22 siges: 9Til Opgavernes LeisniDg benyttes lineal 
og Pa8ser«; men om dette gjselder denne ene Opgave, der bestaar af 
flere mindre Opgaver, eller alle fi0l<;ende Konstruktionsopgaver, kan ikke^ 
forstaas. Denne Note er OverssBtterens Anmsarkning. I Fortalen til den 
engelske Original siger Forfatteren derimod: »The greater part of the 
questions .... require for their answers geometrical figures and dia- 
grams, accurately constructed by meaiis of a pair of compasses, a scale^ 
of equal parts, and a contractor.* 
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•deres BigtighecL Men i en hqeie Almenskole, f. Ex. Latin- og 
Bealskoler, hror Hathematikens Rolle som Undervisningsfisig 
vsBsentlig er »fonnende« — for at bruge Prof. EromanB Udtryk — 
-og ferst i anden Saekke er »fyldende«, d^ vil en Undernsning 
paa Gnmdlag af denne Bog skyde nden om Maalet, selv om den 
kun bruges som Indledning tU den exakte Undervisning i Qeometri) 
liTortil den anbeMes i Oyersaetterens Fortale. Det kan kun vaere 
til Skade for et Bams Udyikling, at man i nogle Aar vaenner det 
til empiriske Beviser og ngeometriske Eonstruktioner, naar man 
senere skal Isere det, at saadanne Beviser ere v8erdil0Be i Geo- 
metrien, og saadanne Eonstruktioner ere stridende mod alle Yed- 
tsegter; og det er til ingen Nytte, at man ved den indledende 
Undervisning propper et Bams Hukommelse med de mange og 
saadanne Detaljer, som denne Bog indeholder. Den Selvudvikling, 
*iivori Disciplens Fremgang efter Herbert Spencers Anskuelse f0r8t 
•og fremmest b0r bestaa, fremmes netop i hq Grad ved den pxakte 
Undervisning i Geometri og Arithmetik, naar blot LsBreren IsBgger 
*den saaledes an, at lian leder sine Disciple til selv at opdage 
rSaetningerne og finde Konstniktionerne; at dette er muligt paa de 
aller fleste Punkter af Undervisningen, i al Fald saa laenge der ikke 
er Tale om forceret Examenslsesning, er der ingen Tvivl om, og 
Lseremidler savne vi ikke. 

Til Slutning en BemsBrkning ora Sproget. I Fortalen siger 

OverssBtteren: »Sproget er her mere blevet Barnets eget 

Sprog; nsBsten alle Sp0rg8maal begynde med: Ean du — pr0v, 
-om du kan o. l.« Naar undtages denne direkte Tiltale, som alle 
Lserere vel anvende Snese af Gange hver eneste Dag, selv om 
Opgavesamlingeme bmge det mere barske Imperativ eller det mere 
upersonlige Infinitiv, har Sproget i det hele taget den saedvanlige 
»kortfattede , bestemte« Form, som bruges i naesten alle mathe- 
matiske L89reb0ger; de f0rste Sider give Exempler nok herpaa. 

Helsingetr Latin- og Eealskole d. 15. Oktober 1886. 

Chr. Kriger. 
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